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CORRIGE DE L’EXERCICE I : PRODUITS SCALAIRE ET VECTORIEL

Considérons les trois vecteurs /Tl(l, 1,v?2), ffg(O, V3,1) et Eg(\/i, 0,v/2).
1. Si on note par x;,¥y; et z; les composantes du vecteur 14_1; alors sa norme est

14 = 2} +y} + 22

ce qui donne respectivement
1AL = [ A2] = || A3] = 2.
Ce qui donne pour les vecteurs unitaires
& (1/2,1/2.v2/2)

& = (0,v3/2,1/2)
2 (V2/2,0,v2/2).

)
w
I

2. Nous avons

COS(gl, €2) = m
= 3 2
cos(ér, ) = % + % ~ 0.787

de méme
_ 2 1
cos(ey,€3) = i + - ~0.854
4 2
_ 2
cos(éy,€3) = % ~ 0.354

3. Nous avons
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et finalement
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4. Nous avons

Sin(é'/\é’ ) = 7H51 axell
b &[] x [1&]]
A
||51|| X ||52H
~ 0.618
et de méme
L [
= —— = ~(0.521
WS = X ]
|&2]] x [1&]]

On vérifie facilement ces résultats avec la question 2, en notant que

sin(é’l/,\é’g) = y/1-— 0082(51/,\6'2) ~ 0.617
sin(é’l/,\é’g) = y/1-— 0082(51/,\6'3) ~ 0.520
sin(é’g/e:g) = y/1- 0082(52/,\6'3) ~ 0.935

On constate que les résultats sont quasiment les mémes.

5. Pour qu’une famille de vecteurs constitue une base, il suffit
— que le nombre de vecteurs de la famille soit égal a la dimension de I’espace vectoriel en question, et qui
est dans notre cas 3. Ce qui est vérifié pour (i, i, U3) ;
— et que la famille soit une famille libre, c¢’est & dire que tout vecteur peut étre écrit comme combinaison
linéaire de ces trois vecteurs. Pour démontrer cette propriété, il suffit que les trois vecteurs ne soient
pas coplanaires et donc leur produit mixte soit différent de zéro. Calculons alors le produit mixte

N3 VG VB 0
R R . 4 4 4 —il/i \/54 L
iy (@2 Nidg) = =2 2ol 2= N 0 #0
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D’ou les trois vecteurs forment une famille libre.



On en déduit que (7, i, U3) forment une base.
Cette base n’est pas orthonormée car les vecteurs ne sont pas unitaires, d’une part, et ne sont pas ortho-
gonaux deux a deux, d’autre part.

CORRIGE DE L’EXERCICE 2 : DIFFERENTIELLE ET DERIVEE D’UN VECTEUR UNITAIRE

Soit R(O, 1, j, k) un repere cartésien et considérons la base sphérique (€, €p, €,,).

1. Exprimons les vecteurs de la base sphérique dans la base cartésienne :

—

e = cosOk + sinfée,
= cosOk + sinf(cospi + sing; )
= cosgosin@?—i— singosin@j + cosOk.

nous sommes passés par le vecteur €, de la base cylindrique.
De méme, pour €y, nous avons

€y = —sindk + cosfé,
= —sinbk + cosf(cosyi + sing))

= cosgocos@f—i— singpcos@j — sinfk.
et finalement
€y = —sincp;—i- coscpf

2. Calculons les dérivées partielles suivantes sachant que les vecteurs de la base cartésienne sont fixes :

¢ - - -
aeer = cospcosfi + sinpcosf) — sinfk;
et
oe, - "
o —sinesinfi + cosysindj;
dp
et
oe. . - -
% = —cosysingi — sinpsinfj — cosbk;
et
oe; - -
o _ —singcosfi + cospcoshy;
ol
et
oe, _
00
et
oé, - 2

= —Ccospi — singj.

dp
3. Pour établir la différentielle de chacun des vecteurs de la base, on a

oz, o
dé. = T 10 r
¢ 20" 5,

= (coscpcos@f—i— singpcosfj — sinHE) de + (—sincp;—i— cosgoj) sinfdp

dp

= dfey + sinfdypel,



De la méme maniére, on établit la différentielle de €y comme suit

€y 0€y
dey = —dbf+ —d
“ = T,
= (—coscpsin@g— simpsin@j — COSHE) do + (—sincpcos@g—i- Cosgocos@j) dy

= —dbée, + cosbdpe,

et finalement

06, e
gz, = Legpy %y
R 90 T 5,

= dyp (—COSQD;— singoj)
= —dye, = —dy (sinfé, + cosfep) .

. Pour cette question, il suffit de faire apparaitre les différentielles des vecteurs de la base sphérique sous la
forme demandée. On a k = cosflé, — sinféy, ce qui donne k A €. = sinfé,,, k A\ € = cosfe, et €y = €, A &,
ainsi on peut écrire
dé, = dOE, Né. + dpk NE,
= (dthe, + digk) A e,
= dtOAE,
avec ) = 6.?é2p + ng.
De méme, on a
déy = —dbe, + cosfdpe,
A, N &y + dpk A &
= dtONéy.

Finalement, reprenons la différentielle de €, :

dé, = —dt¢ (sinfe, + coshey)

—dtg (sinféy A €, — coste, A é,)

= —dty (sinféy — cosbe,) A€,
dtgk N €,
= diiné,

Les dérivées par rapport au temps s’obtiennent facilement en divisant par dt :

| _ @Az dB| _3az | _Gaz
7 =QAe G O =QAe G| =QAE,.

. Considérons cette fois-ci la base cylindrique. Le seul angle qui varie est ¢, d’ou le vecteur rotation de la
base cylindrique par rapport a la base cartésienne est {2 = k. En appliquant les résultats précédents, on
obtient

de, L7

d_tpR = ¢k ANE, = pe,
de T o

d—fR = ©okNeé, =—pe,
dk| 0

dt |l




6. Soit V = Ve€r + Voeg + Vi €,. Sa dérivée par rapport au temps est

= %ngrd;*ngd;”* +VQ/\er+VGQ/\e9+VQ/\%
= %57"-1-62?*94-6{; —i—Q/\(Ve,n—i-Vgeg—i-Ve@)
— %ajtdf“gjtd;;@éwtﬁAV.

qui reste une relation générale.
CORRIGE DE L'EXERCICE 3 : EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Soit R(O, XY Z) un repere orthonormé. Le mouvement d’un point matériel est décrit par les équations diffé-
rentielles suivantes

i(t) = —wy
. L z(0) = y(0)=2(0)=0
zgg - B"x avee { #(0) = wvoe > 0,5(0) = 0,% = vg, > 0.

oll w est une constante positive.

1. On integre §j(t) = wd et on obtient §(t) = wx + K comme §(0) = 0 et z(0) = 0 cela implique K = 0. Aussi
nous obtenons

i) = —wy=-—wr= i) +wir =0

C’est une équation différentielle de second degré a coefficients constants sans second membre. L’équation
caractéristique est donnée par 2+ w? = 0 dont les racines sont complexes distinctes r1,2 = Tw. La solution
de I’équation différentielle en y est alors

z(t) = Ay 4 Bye
comme z(0) = 0 = A, + B, = 0 et ©(0) = vp, = WA, —iwB, =0 = A, — B, = —ivp;/w ce qui
implique que A, = —B, = —ivg,; /2w ce qui donne comme solutions
. i —3 Vox .
z(t) = —ivgy/2w (et — e ™) = Lginwt.
(t) 00/ 20 ( )=

Quant & y, nous avons deux possibilités d’établir ’équation horaire y(t), soit de partir de procéder comme
c’est fait pour x(t) soit de substituer dans ’équation différentielle de y I’expression de z(t) et de résoudre
I’équation obtenue.

Premieére possibilité : Partons de I’équation différentielle de x :

() = —wy=2(t) = —-wy+K;
et comme #(0) = v, et y(0) = 0 cela implique que K = vg,. L’équation différentielle en y devient
i = wi=—wy+wrg, = i+ wy = wug,

qui est une équation de second ordre a coefficients constants mais avec second membre cette fois-ci.

La solution générale y(t) est la superposition de la solution sans second membre Yy, () et d’une solution
particuliere y,(t). La solution sans second membre, par symétrie avec z(t), est yYssm(t) = Ay et + Bye ™.
Quant a la solution particuliere, il suffit de constater que y, = wvp,/w est solution ce qui donne comme
solution générale y(t) = A,e™t + Bye™ ™ + vy, /w. Comme y(0) = 0 et §(0) = 0 alors

Ay+By = —vgg/w B oz
. A, =B, = =



ce qui donne pour la solution générale

y(t) = —% <€M + Bfm) + v% = vwﬂ (1 — coswt) .

Deuxiéme possibilité : En utilisant le résultat de x(¢) obtenu, on peut écrire

i = W = vgpwcoswt =y = vysinwt + K3

et comme §(0) = 0 = K3 = 0. Nous obtenons ainsi

y(t) = ~ P02 st + K,
w
et comme y(0) = 0 = k4 = vpy/w. La solution finale est donc
y(t) = Y0z (1 — coswt) .
w

CORRIGE DE L’EXERCICE 4 : DEPLACEMENT ELEMENTAIRE

0.3cm

Considérons un repeére cartésien R(O,f, 7 E) Soient (é'p,é;o,lg) et (€,€p,€,) respectivement les bases cylin-
drique et sphérique. Soit M un point repéré par OM par rapport & R. On considére un déplacement infinitésimal
dﬂ) en M’ tel que M’ est trés proche de M. On note alors le déplacement élémentaire par 041\4> g 041\4> =
dMM' = dOM

1. La base cartésienne est fixe et donc la dérivée de ces vecteurs par rapport au temps dans R est nulle. D’ou,

le déplacement élementaire dans cette base est

dOM = dxi + dyf—l— dzk.

2. Le vecteur rotation de la base cylindrique dans R est O = gblg. Ceci peut étre démontré facilement en
explicitant la base cylindrique dans la base cartésienne.
Le déplacement élémentaire dans cette base est

dOM = d(pé,+ 2k) = dpé, + pde, + dzk
= dpé, + pdtQ N &, + dzk
= dpé, + pdpk N E, + dzk = dpé, + pdpé, + dzk

3. Pour ce qui est de la base sphérique, le vecteur rotation est 0= éé'w + ng = ééZp + ¢ (cosbé, — sinfey).
Ainsi pour le déplacement élémentaire dans cette base, on trouve

dOM = d(r&) = dré, + rdé,
= dre, + rdtQ A e
= dré, +r(dfe, N €, + dy [cosbe, — sinfep] A €).)
= dré, +r(dfep + dpe,)
= dré, + rdfey + rdpsinfe,
CORRIGE DE L'EXERCICE 5 : OPERATEURS DIFFERENTIELS

Considérons une fonction f(z,y,z) (un champ scalaire) et un champ vectoriel A(z,y, z).

1. Soient f(x,y, z) une fonction & plusieurs variables et A=A+ Ayf—i— AZE, (4,7, E) étant la base cartésienne
d’un repere R(O, zyz). On rappelle que :

of

grad(f) = %5 = V(f)
ar ) ...
9z / (@7.%)

o 0A, 04, 04, = -
div(4) = Ox * 8yy+ 0z =Vv-A4
aaAz _aaAYI
i(d) = | 4o

0Ay OA,

Pour ce qui est du sens physique :



Gradient : Noter bien que le gradient s’applique & un champ scalaire f(z,y,z) ( une fonction & plusieurs
variables). Il généralise la notion de dérivée d’une fonction & une variable & une fonction a plusieurs
variables. Il indique la tangente locale a ’hypersurface définie par le champ scalaire. g_rgg se dirige le
long de la plus grande tangente au champ.

Divergence : Elle s’applique & un champ vectoriel A. On montre que (Théoreme de Green-Ostrogradsky)

que
%X-cﬁ = ///Vdiv(ff)dv

ol cﬁ et dv sont respectivement le vecteur unitaire a la surface fermée S et 1’élément de volume autour
du point (z,y,z). S est une surface fermée délimitant le volume V.

On en conclue que l'intégrale de la divergence de A sur V donne le flux de A a travers la surface S
délimitant le volume V.

Si A représente le champ des vitesses dans un élément de volume dv, alors div(¥) représente l’accrois-
sement total de volume par unité de temps et par unité de volume.

Rotationel : En s’appuyant sur le théoréme de Stokes
%g.m - //mg).cﬁ

on en conclue que le flux de rotA @ travers une surface fermée S est égal a la circulation de A a travers
un chemin fermé délimitant la surface S.

. Pour réécrire ’expression de l'opérateur graa dans les autres bases, il suffit de constater, si 'on note
dM = dzi + dyj + dzk, que

0 0 0

df (z,y,2) = 8—£dw + 8—chdy + 8—£dz
_ 8f—‘ 8f“ af" - - -
= <%Z+3_yj+§k) . (d:cz+dyj+dzk)

= grad(f) - dM.

Notons que df est un scalaire (un nombre) et donc ne dépend pas du systéme de coordonnées choisi. Nous
allons utiliser cette propriété pour répondre a cette question.

Coordonnées cylindriques : Nous avons
af of of

df (p,p,2) = a—pd/ﬂr%dwr%dz

= g—ragcyl(f) ' mcyl

avec

mcyl = dpé’p%—pdgpélp—l—dzlz
gd 10f of

p+ —=—pdp+ ==dz.
dp P

- df(ﬂ, ®, Z) = 890 Oz

Il suffit de prendre

oL t0r. o
gra cyl(f) = apep+pape¢+azk

ce qui donne

0
o
3 — 10
grad., = pOp
Nik -
0z €p,€0p,k



Notez bien que l’on peut écrire aussi

—

vcyl =

~Sle
@

N
@
Ay

€p,€p,k

Q)
Iy

ce qui permet de retrouver div et rot en coordonnées cylindriques en utilisant les définititons en terme
de V. Noter également V est un “vecteur” différentiel.

Coordonnées sphériques : Nous procédons de la méme maniere et nous avons

0 0 0
df (r,0,¢) = 8—£dr+a—£d9+£dap.

Comme

msph = dré, + rdféy + rsinfdpe,

of 10f 1 of .
df = ——dr+ —-—=-rdf ——rsinfd
= ar " * o0 * rsind agprsm v
ce qui implique que
0
orad )
gradg,p F? 5
rsind ¢/ &, ¢,
3. Soit OM = zi+yj+ 2k = ré,.
i graaf :
graa(f) 6cart(f)

= 2wi+yj+ 2k) = 200

!

div(A) :
- 7 T - Y - z -
A = —= i+ Jj+ k
r @242+ 22 (@242 422 (a2 4y 4 2)Y
et
- 1 322
div(4) = 32 - 52 | T
(m2+y2+z2)/ (m2+y2+z2)/

- ! — 3y’ -
(2242 + 22)%% (22492 + 22)/?

N 1 322
(@2 +y2+22)%2 (22 42+ 22)%2

_ 3 s (2% 4+ y* + 2?)
(22 4 2 + 22)%/2 (22 4 2 + 22)%/2
3 3

@42+ 22 (@2 42
= 0
rot(A) :

Avant de calculer le rotationel de ff, notons que

9 Yy B —3zy
0 \ (22 +y2+22)°%) (@24 g2 +22)7?



et de cette derniere relation on peut déduire par symétrie les autres dérivées partielles croisées :

—3yz —3yz
(z24y2+22)°/2 (z24y2+22)5/2
ﬁ e o —3xz —3zz
rot(A) = (@21y2 42272 | (22 y2422)72
—3xy —3xy

(z24y2+22)°/2 + (z24y2422)5/2

ii A partir des résultats déterminés, on peut noter que

— le gradient de f est colinéaire a O
vecteur position ;

— la divergence de A est nulle alors son flux est consevatif ;

, la plus grande tangente & f au point (z,y, z) est portée par le

— le rotationel de A est nul alors sa circulation sur un chemin fermé est nulle.

4. Indications :

Soit A = Ape, + Ay, + Ak et V = é'pa% + élp%% + E% Noter que V est un opérateur différentiel, et
donc
div(d) = V-4
04, 0€,
= &, .=tz + A =P .
ep(pep—i- pap—i- )—i—
1, 04, 0e, 0A, 0€,
"‘;eso (a—@pep"‘Apa—p a—@ 50+Asoa—;+"') +
- (0A 0A, -~
k(—=Le “k
+ ( . €p + + 92 )
0A,, _ 1. ., _ 0A,, _ 0A,- -
= a—ppep €, + —Ap€y, e¢+a—¢e¢-e¢+¥k-k
04, 1 10A 0A
= =P 44 k. 2 z
o o e T
B la(pAp) 10A, O0A,
p Op p Op 0z

refaire le méme raisonnement pour les autres cas.



