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Corrigé de I’éxercice 1 : Opérations sur les vecteurs

1. Soit un vecteur V = (v1,vs,v3). On sait que la norme est donnée par ||[V| = V2 iz1307. En
appliquant ce résultat aux trois vecteurs ff(?), 2,v/3), 5(2, V3,V2) et 6(1, 2,2) , on obtient

JAl = V32+224 V3 =4
1B = V2+v3+v2 =3
IC|| = V12422 +22=3

On sait que le vecteur unitaire @y de la direction du vecteur V', est définie par @iy = V/||V||. De
la méme maniere, en appliquant ce résultat, on obtient

i = LV
AT \poy
. 2 V3 V2
=Gy
. 122
uc = (gagag)

2. Pour déterminer les cosinus des angles entre les trois vecteurs pris deux a deux, nous utilisons la

définition du produit scalaire suivante A - B = || Al||| B||cos(A, B), ce qui donne

- =

g A-B
COS(A,B) = ——
IA[[| B
L 3x242xV3+V3x V2
N 4x3
~ 0.993
de méme
e B-C
COS(B,C) = —Q—
| BI[[IC]
O 2x14V3x24+V2x2
N 3x3
~ 0.921
et enfin
. C-A
COS(C, ) = —
[CHA]
 1x3+42x24+2x+/3
3 x4
~ (.872



3. On sait que les composantes du vecteur produit vectoriel entre up et 1o sont données par

€1 = UpAic
V3 2 2 1 2 1
— 3 3 _ 3 3 3 3
- (ﬁ 2 | V2 2 0] V3 zD
3 3 3 3 3 3
_ (2AV3B-VD) V24 4-3
N 9 9 79
de méme
€y = Uc NUgy
2 1 1 3 13
_ 3 2 _ 3 4 3 4
- <2 V3 | ‘2 V3 || 2 1|>
3 4 3 4 3 2
C(2(v/3-2) 6-v3 1
N 2 7 12 ' 3
et
€3 = UsNlUp
1 V3 3 2 3 2
— 2 3 _ 4 3 4 3
- (4 115§ 5D
4 3 4 3 2 3
(2v2-3 2v/3-3v2 4/3-3
n 12 12 12
4. Calculons sin(ﬁ;,\ﬁg). On a
€3] = [|a@allll@sl[sin(ida, ip) = sin(ia, ip) = |e|

~ (.1198

puisque 4 et up sont unitaires. On utilise la méme démarche pour les autres angles :

—

sin(ip, dc) = ||&| = 0.3886

et

—

sin(dc, t4) = @] = 0.4895

Pour vérifier ces derniers résultats, on utilise les cosinus de ces mémes angles déja calculés aupa-
ravant et on trouve

\/1 —cos?(tg,up) = 0.1181 ~ ||es]|
\/1 - cosQ(ﬁB/,\ﬁc) = 0.3896 ~ ||eq||
\/1 - COSZ(EC/,\@A) = 0.4895 ~ ||eq||

ce qui vérifie bien que les angles calculés dans cette questions sont les mémes que ceux calculés
dans la question 2.

5. Pour qu'une famille de vecteurs constitue une base, il suffit
— que le cardinal de la famille, c’est a dire le nombre de vecteurs de la famille, soit égal a la
dimension de I’espace vectoriel en question, et qui est dans notre cas 3. Ce qui est vérifié pour

—

(517 527 63) )



— et que la famille soit une famille libre, c’est a dire que tout vecteur peut étre écrit comme
combinaison linéaire de ces trois vecteurs. Pour démontrer cette propriété, il suffit que les trois
vecteurs ne soient pas coplanaires et donc leur produit mixte soit différent de zéro. Calculons
alors le produit mixte

2(v3-v2) 2(v3-2)  2v2-3

9 12 12
— — — _ _ _ —4
e - (e Neé;) = */59 4 6 1;/3 2\/5123\/5 ~ 3.410
4—/3 1 4/3-3
9 3 12

et qui est donc différent de 0. D’ou les trois vecteurs forment une famille libre.
On en déduit que (€, €3, €3) forment une base.

6. Elle n’est pas orthogonale car les produits scalaires entre ces vecteurs pris deux a deux ne sont
pas nuls. Elle n’est pas non plus normée car les vecteurs de sa base ne n’ont pas une norme égale
a I'unité.

Corrigé de I’exercice 2 : Equations différentielles

Soit R(O, XY Z) un repere orthonormé. Le mouvement d’un point matériel est décrit par les équa-
tions différentielles suivantes

I(t) = —wy
. . z(0) = y(0)=2(0)=0
‘Z% _ B"x avee { #(0) = vop > 0,4(0) =0, % = g, > 0.

ol w est une constante positive.

1. On integre §j(t) = wi et on obtient §(t) = wx + K comme §(0) = 0 et 2(0) = 0 cela implique
K = 0. Aussi nous obtenons

i) = —wy=—wlr = i) +w’z =0.

C’est une équation différentielle de second degré a coefficients constants sans second membre.
L’équation caractéristique est donnée par 72 + w? = 0 dont les racines sont complexes distinctes
r12 = tw. La solution de ’équation différentielle en y est alors

r(t) = A + Bee ™

comme z(0) = 0= A, + B, =0 et ©(0) = vp, = WA, —iwB, = 0= A, — B, = —ivp,/w

ce qui implique que A, = —B, = —ivg, /2w ce qui donne comme solutions
2(t) = —ivgy /2w (e —e ') = Esinwt.
(v ont 20 )=

Quant a y, nous avons deux possibilités d’établir I’équation horaire y(t), soit de partir de procéder
comme c’est fait pour x(t) soit de substituer dans ’équation différentielle de y I'expression de
x(t) et de résoudre I’équation obtenue.

Premiere possibilité : Partons de ’équation différentielle de x :

i(t) = —wy = 12(t) = —wy+ K,
et comme 7(0) = v, et y(0) = 0 cela implique que K7 = vg,. L’équation différentielle en y devient

o= wa::—wa—irvax:>3'/'+u12y:wvom

qui est une équation de second ordre a coefficients constants mais avec second membre cette
fois-ci.
La solution générale y(t) est la superposition de la solution sans second membre yg,, (t) et d’'une
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solution particuliere y, (). La solution sans second membre, par symétrie avec z(t), est Yssm(t) =
A, e+ Bye ™! Quant a la solution particuliere, il suffit de constater que y, = vo, /w est solution
ce qui donne comme solution générale y(t) = A, e+ B e~ !+, /w. Comme y(0) = 0 et y(0) =0
alors

A, +B, = —ug/w

A,—B, = 0

Vox
}:Ay:By:_ﬂ

ce qui donne pour la solution générale

Yoz [ iwt —iwt Vox _ Yoz ;4
y(t) = o (e +e )+ = (1 — coswt) .

Deuxiéme possibilité : En utilisant le résultat de z(t) obtenu, on peut écrire

J = WI = Ugwcoswt =1 = vg,sinwt + K3
et comme ¢(0) = 0 = K3 = 0. Nous obtenons ainsi

y(t) = —%Coswt+K4
w

et comme y(0) = 0 = k4 = vy, /w. La solution finale est donc

Vox
t) = —(1-— t).
y(t) = (1 - coswr)

Corrigé 3 : Différentielle et dérivée d’un vecteur unitaire

Soit R(O, 1, j, k) un repere cartésien et considérons la base sphérique (€, €, €,).
1. Exprimons les vecteurs de la base sphérique dans la base cartésienne :

—

€ = cosfk + sinfe,

= cosOk + sinf(cospi + sing))
—  cosysindi + singsinj + cosOk.

nous sommes passés par le vecteur €, de la base cylindrique.
De méme, pour €y, nous avons

—

€y = —sinfk + cosfe,
—sinfk + cosf(cosyi + sing))

= coscpcos@f+ sincpcos@j — sindk.
et finalement
€p = —sincpz+ COS(pj

2. Calculons les dérivées partielles suivantes sachant que les vecteurs de la base cartésienne sont
fixes :

oe,
06

= cospcosfi + singcosd] — sinfk ;

et
oe,

= —singpsin05+ cosgosin@j;



et

8_’ N — —
% = —cosysindi — singsinfj — cosbk;
et
oe; o o
o _ —sinpcosti + cospcosfy;
dp
et
o, _
00
et
oe, - o
Y _ —Cospt — sinyj.
dp

. Pour établir la différentielle de chacun des vecteurs de la base, on a
0€, o€,
" df “d
T P
= (coscpcosﬁz+ sincpcos@j — sin@E) de + (—singm7 + coscpj) sinfdp
= dfey + sinfdye,

de,

De la méme maniere, on établit la différentielle de ey comme suit

5 069 869
dey = —df+ —d
Y R e
= (—cosgosm@z — singsinfj — cos@/;) do + (—sin@cosH;jL Cosgocos@f) dy

= —dbe, + cosfdype,

et finalement
0e, 0€,
—2df + —2d
0 By 7
= dyp (—cosgog — sincpj)
= —dpe, = —dyp (sinbé, + cosbey) .

de, =

. Pour cette question, il suffit de faire apparaitre les différentielles des vecteurs de la base sphérique
sous la forme demandée. On a k = cosfe, — sinfléy, ce qui donne kA e, = sinfey, kA €y = costle,
et € = €, A €., ainsi on peut écrire

dé, = d#é, A&, + dpk N e,
— (dté@, + dt@%) A€,

— diQNE,
avec (3 = 96;, + cpE
De méme, on a
dey = —dbe, + cosbdype,
dOE, N & + dik N &



Finalement, reprenons la différentielle de €, :
de, = —dty (sinfe, + cosbey)
= —dty (sinfep A €, — cosbe, A €,)
= —dty (sinfep — cosbe,) A €,
dtok N €,
= dtQNE,
Les dérivées par rapport au temps s’obtiennent facilement en divisant par dt :
e = — e = — d = —
) —Qne L) =Qag Szl =QAE,.
R R R

5. Considérons cette fois-ci la base cylindrique. Le seul angle qui varie est ¢, d’ou le vecteur rotation
de la base cylindrique par rapport a la base cartésienne est ) = pk. En appliquant les résultats
précédents, on obtient

de, 7 S

d—tpR = pkNe,= e,
de S S
d—I;OR = @k Ne, = —pe,
dk

=0

dt |r

6. Soit V = V,&, + Vyép + V,€,. Sa dérivée par rapport au temps est

v dv,_ dé  dVy. . dé dV,
i = a VT et g %
dv, . dVy_ v, L L

o+ — L+ — 28, + ViQNE + Ve N éy + V,QNE,

dt

+ V5

VTR T dt
av, , dVy_ AV, = " o -
= Ot g G ANVl 4 Vo 4 Vo)

av, , dVy_ dV,
= —e€ + —€+——€,+

dt dt dt

qui reste une relation générale.

AV,

L

Corrigé 4 : Déplacement élémentaire

Considérons un repere cartésien R (O, i, lg) Soient (€,, €,, lg) et (€, €y, €,) respectivement les bases
cylindrique et sphérique. Soit M un point repéré par O M par rapport a R. On considere un déplacement
infinitésimal de M en M’ tel que M’ est trés proche de M. On note alors le déplacement élémentaire
par O—A>4/—O—]V}:dW:dO—]\>4

1. La base cartésienne est fixe et donc la dérivée de ces vecteurs par rapport au temps dans R est

nulle. D’ot, le déplacement élementaire dans cette base est

dOM = dxi + dyj + dzk.

2. Le vecteur rotation de la base cylindrique dans R est 0= gblg. Ceci peut étre démontré facilement
en explicitant la base cylindrique dans la base cartésienne.
Le déplacement élémentaire dans cette base est

dOM = d(pé,+ 2k) = dpé, + pdé, + dzk
= dpé, + pdtQ N E, + dzk
= dpé, + pdpk N €, + dzk = dpé, + pdpé, + dzk
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3. Pour ce qui est de la base sphérique, le vecteur rotation est 0= 9€¢+¢E = 95¢+<p (cosble, — sinféy).
Ainsi pour le déplacement élémentaire dans cette base, on trouve
dOM = d(r&.) = dré, + rde,
= dré, +rdt N E,
= dré, +r(dbe, N €, + dyp [coshe, — sinfep] A €,)
= dré, + 1 (dfey + dpe,)
= dré, + rdfey + rdpsinde,

Exercice 4 : Tube cathodique

Nous étudions dans cet exercice le mouvement des électrons dans un tube cathodique d’un oscillo-
scope, voir figure ci-dessous. Les électrons partent du point O avec la vitesse vy = UOZ, ce qui implique
que les composantes de la vitesse a 'instant initial selon Ox et Oy sont respectivement vy, = vy et
voy = 0. La vitesse a un instant quelconque ¢ sera notée U(t) = Vgl + vyj ol v, = dy,/dt et v, = d,/dt.

De méme, laccélération des électrons entre les deux plaques est 7 = voi = %; + yyj, ce qui implique
que l'accélération selon Oy est v, = vy alors que selon Oz, elle est nulle v, = 0.

A
yLA

i
@)

1. Pour établir les équations horaires z(t) et y(¢) du mouvement des électrons entre les plaques, nous
partons de l'expression des composantes de ’accélération

dv
d—tx = %:0:>/dvx:0:>v$:0te:>v$:v%.
De cette derniere relation, on déduit I’équation horaire
dx
i Uy :v%:>/dx:vogc:>x(t) = vt + Cte
la constante est détermimée a partir des conditions initiales, z(t = 0) = xy = 0, ce qui implique

x(t) = vogt.
On procede de la méme maniere pour I’équation horaire y(t)
dv,
dt

or vy(t = 0) = vp, = 0 ce qui implique que la constante est nulle et v, = yot. Pour y(¢), sachant
que y(t =0) =0,

= fyy:’}/(]:>/d’vy:’}/0:>’l]y:’)/0t+€te

dy

1
i Yot = /dy = voy/tdt — y(t) = =ot>.

2
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On en conclut que les équations horaires du mouvement des électrons sont

{x(t) = ot

y(t) = 37t

Pour déduire I’équation de la trajectoire, il suffit de substituer ¢ dans I'expression de y par son
expression en fonction de z, sachant que t = x /vy

1

= Ayt =
Y 2’70

170 2
2v5
qui est I’équation d’une parabole de sommet O.

. Calculons la vitesse des électrons au point A, situé a la sortie des plaques, x4 = [

—

Vg = Ugal +vyaj

= i+ 'YOtAj

ou t4 est le temps mis par les électrons pour atteindre le point A, t4 = /vy ce qui donne

. = ol-
Ug = Vot + vij
Vo

Pour déduire «, il suffit de projeter v4 sur 'axe Oz, d’une part, et d’utiliser la définition du
produit scalaire de ¥4 par i, d’autre part

Uy - i = vy (projection sur )

= lua|cosa  (définition de Ty - 1)

—> COSQ¥ = =~
Al
or
272 272
N 2 ’VOZ - 1 "}/Ol
|UA| - o+ 5 — Y0 4
L) Yo
ce qui donne
1
o = arccos | ——
’\/2l2
I+ 2
Yo

. L’accélération des électrons entre les points A et E est nulle ce qui implique que le mouvement
est rectiligne uniforme. Dans la suite, on considere les équations horaires entre les deux points A
et F sans l'expliciter. En effet

v,

= 0= 0,(t)=K
T v (t)
or vy(ta) = T - i = vy ce qui implique que v,(t) = vo. De méme

dx

il vy = v9 = x(t) = vot + K

et on détermine la constante sachant qu’'a t =t4 on ax = x4 = [, ce qui donne x(t =t4) =1 =
vota + K = K =1 — gty or t4 = /vy ce qui implique k =1 — UO% =0et

z(t) = wot
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lequel résultat est prévu car le mouvement selon Ox est uniforme entre O et E.
On procede de la méme maniere pour I’équation horaire y(t) :

dvy

oy 0= v,(t) =K

—

or vy(ta) =va-j = Z}—%l ce qui implique que

vy(t) = 1—‘:)1 De méme

dy Yol Yol
— = = — t)y=—t+K
dt Yy Vo — y( ) Vo +

et on détermine la constante sachant qu'at=t4 onay=ys = %yoti = %702—22. Ainsi
0

l
ylt=ty) = yA:Z)_OtA+K
0

[ 1 2 [1 1 2
— K =ya— ﬂtA =357 35— QLA —37% 3
Vo 2 v Vo Vo 2 g

ainsi I’équation horaire y(t) s’obtient comme suit

) 1 2 ) 11
y(t) = 7—°t——%—2=ﬂ(t———)

U 2 v U 2 v

Pour déterminer la déviation ¢, il suffit de reprendre 1’équation horaire y(t) a 'instant ¢t = tp =
+D _ 6l .

Vo vy

(8 11)

Vo 2 v}

Corrigé 5 : Tube cathodique

y
y=f(x)
M
A 0 B X

Nous nous intéressons au segment [A, B] de la route dont le profil est décrit par y = f(x), comme
indiqué dans la figure ci-dessus.
La position de M est repérée par OM = xi + yj, étant donné que le mouvement a lieu dans le plan

(Ozy).



1. La vitesse du point M s’exprime dans le repere cartésien comme suit

- de- dy-
u _ dr- dy-
V(M/R) i
- dydr-
= @i+
T
= & (i+ f'(2)5).
2. Calculons I'accélération Y(M/R) :

FM/R) = )+:c ()]

i (7 +
= (z+f )—ir:z::cdcif’(:c)j
i+ (80/(0) + (@) 7

ce qui donne pour la composante de 'accélération selon Oy

W(M/R) = &f'(z)+i*f"(z).
Pour réexprimer 7, (M/R) comme demandé, il suffit de remarquer que

U2

1+ f2(z)
d , d v?
—at T %(Hf@(x))
. d v?
— 207 = x% (71—1-]?’2(56))
—vf'(2) f"(x)
(1+ f2(x))”

En remplagant & et & par leurs expressions dans celle de v, (M/R), on obtient

) @) | )

(1t @) 1+ 77)
2]0//( )

(1+ f2(x))*

v =i (14 fP(2)) = @® =

W(M/R) =

d’ou I'expression recherchée.
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