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Exercice 1 : Saut a la corde élastique (5pt)

Un sportif de masse m, considéré comme un point
matériel M, pratique le saut a l'aide d’une corde
élastique du haut d'un pont, voir figure ci-contre. M
tombe sans vitesse initiale du haut du pont en A avec
une corde élastique, de longueur au repos [y = 20m,
accrochée aux pieds.

Entre les points A et B, la corde élastique n’est
pas encore tendue et M est en chute libre. A partir
du point B, la corde élastique peut étre considérée
comme un ressort de longueur a vide [y et de rai-
deur £ = 120N/m. On suppose que le référentiel
R(A, €, €,,€,) est galiléen. €, est orienté vers le bas
dans la direction de la chute de M. On néglige la (35 ----------

résistance de 'air. La position du sportif est repérée
par AM = ze,. L’énergie potentielle de M au point
A est nulle. On donne 'accélération de la pesanteur

g =9.81ms™2.

1. La position de S est repérée par A8 = z€,. Les équations différentielles vérifiées
par z(t) sont obtenues en distinguant les cas suivants :
— pour 0 < z < lp, S est en chute libre et la résistance de l'air est négligée donc

mze, = mge, = = g.

— pour z > ly, S est soumis au poids et a la force de 1’élastique, donc

k k
mze, = mge, —k(z—l)e,—= i+ —z=9g+ —lo
m m

qui est une équation différentielle de second ordre a coefficients constants et
avec second membre.
Quant aux solutions générales, elles sont données par

— siz <lp=>z(t) = 29t* + kit + k» ;
SOTH

— si z > [y : la solution générale est la e de la solution sans second membre
Zssm(t) et une solution particuliere z,(t). En effet, la solution sans second
membre s’obtient en résolvant 'équation caractéristique r? 4+ wg = 0 = 1y, =
+iwy avec wg = % La solution est alors

Zssm(t) = acos(wot — 1)



La solution particuliere est z,(t) = 7*g — lo et la solution générale a la forme

2(t) = acos(wot — V) + %g — 1

2. Cette question peut étre traitée par trois méthodes,
veuillez bien en tenir compte.

Méthode 1 : Théoréeme de I’énergie mécanique

L’énergie mécanique du systeme est E,,, = E. + E,. Pour z < ly, la seule force qui
travaille est le poids. Son énergie potentielle est

dE, = —mg- dAS = —mge, - dzé, = —mgdz
—F, = —mgz+k

avec k = E)(» =0) = E,(A) =0 = E, = —mg=z
L’énergie cinétique est £, = %méQ et donc E,,, = %mz‘z—mgz L’énergie mé-
etite

canique est conservée car la seule force qui travaille est le poids st conservatif !.
Sachant que 1'énergie mécanique initiale E,,(t = 0) = E,,(A) = E.(A)+E,(A) =0,

la conservation de I’énergie mécanique donne

dE
—m 0= E,,(B

1 2
— §mVB —mgly = 0= Vg =1/29ly
AN :Vp=+2x9.81x20~ 19.81ms™!

Méthode 2 : Théoreme de I’énergie cinétique

Dans ce Ccas, nous avons

dE. = 6W(mg)

— dE. = mgéy - dzéy
— E.(B) — E.(A) = mg/ Tz = mgzp
zZA

1
—= émvg = mgly = Vi = /29l
AN : Vg =+2x981x20~ 19.81ms™*

1. On accepte aussi la réponse : E,, ne dépend pas explicitement du temp.
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Méthode 3 : Equation horaire

Dans ce cas, nous avons, sachant que k; = 0 et ky = 0,

1
2(t) = §9t2 et :(t) = gt
Comme zp = Iy = 39t} = tp = ,/% lors
. 21y
VB = ip=gitp=y i v 2910
AN : Vs =2 x 981 x 20 ~ 19.81ms"

. Cette question peut étre traitée également par deux mé-
thodes.

Méthode 1 : Théoréeme de ’énergie mécanique

Pour ce faire nous avons besoin de 1’énergie potentielle de la force élastique F =
—k(z —lp)e,. D’ou

dE,(F) = —F. dAS = k (z —lo)dz = E,(F) = = (2 — ly)” + Cst.

DO | =

Comme Ep(ﬁ) = 0 pour z = [y alors Cst=0. D’ou 'energie potentielle de S est

donnée par E, = E,(mg) + Ep(ﬁ) = —mgz + 3k (z — lo)?

et I’énergie mécanique est

1 1
Em = 577122 —mgz + ék (Z — lo)2

Au point C, la vitesse de S est nulle et donc son énergie mécanique est réduite a

son énergie potentielle E,,(C) = E,(C) = —mgzc + 3k(zc — lo)*
La conservation de I'énergie mécanique donne, sachant que zo = H,

E,(C)=E,A) = 0

1
— —mgH + Qk(H —1p)? = 0

— H=2H(l+7g) + 1§ = 0

qui est un polynome de second degré dont le discriminant réduit est égal a

m m m

Les deux racines sont

m m m
Hy = —q)+[—qgl2 -
+ (lo+k9) \/kg(l0+kg)
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On vérifie que H_ < [y ce qui I'élimine puisque H > [ et donc la solution
est
m m m
H = H,=(y+— —g | 2l + —
+ =+ k9)+\/k9< 0+ k9>
AN : H = (20. 4+ {2 x 9.81) + /:598L[2 x 20, 4 T0X981] — 4] 9m,

Méthode 2 : Théoreme de I’énergie cinétique

Dans ce cas les forces qui travaillent sont le poids mge, et la force élastique
F = —k(z — lp)€, et nous avons ainsi

dE, = 6W(mg)+ oW (F)
= (m§+ F’) . dAS
= (mge, — k(z —ly)e,) - dzée,
= mgdz — k(z — lo)dz

— EAC)=E(B) = [ (mg—k(z =) dz,

Comme Vo =0 et zc — zg = H — [y, nous obtenons

1 1
—gmVi = mg (H 1) - 3k [(2¢ = 10)* = (25 — )]

1
= —mgly = mg(H —1l) — §k(H — 1)

1
— —mgH + Qk(H —1p)? = 0

— H? —2H(ly + kg)JrlS =0

qui est un polynome de second degré dont le discriminant réduit est égal a

m m m
A =g+ g~ =" (250 + Zg) > 0.

Les deux racines sont

m
H:t = (l0+zg)ﬂ:\/k 2l0+

On vérifie que H_ < [j ce qui I’élimine puisque H > [ et donc la solution

est
m m m
H = H;=(ly+— a2, + =
+ (0+k9)+\/k9( 0+k9)
AN : H = (20 + 1% x 9.81) + /105512 x 20, 4 T0X951) — 4] 9,




Exercice 2 : Mouvement a force centrale (11p)

Une bille M de masse m assimilée a un point matériel
est attachée au point O par un fil tendu inextensible,
voir figure ci-contre. M glisse sans frottement sur un z
plateau horizontal (Ozxy) d'un repere R(Ozyz) sup-
posé galiléen. La bille M reste tout au long de son

mouvement sur le plan (Ozy). La position de M est Plateau

repérée par les coordonées polaires r et 0, OM = re,.
A Tinstant initial ¢t = 0, M est lancée a partir d’une
position M, située a la distance ry du point O avec
une vitesse initiale Vy(M/R) = Viéy, et Pon tire le fil ‘
de maniere a rapprocher régulierement M du point O

tel que r(t) = rg — V,t, ou V, est la vitesse radiale qui

est constante et postive.

On admet que le fil exerce la force T = —Té, sur M et qu’il reste tendu tout au long
du mouvement, T étant le module de T.

Toutes les grandeurs vectorielles doivent étre exprimées dans la base cylindrique
(€, ey, k).

Les résultats finaux doivent étre considérés justes méme si r n’est pas substitué par (ro — V).

1. Le vecteur position est OM = re,. L’expression du vecteur vitesse est

B dOM :
V(M/R):—gt = e trbe

= —‘/Té; + (To — ‘/Tt) 959

et I'expression du vecteur accélération est donnée par

F(M/R) = %V(M/R)‘R = (#=r0?) & + (rf + 270)&)

= —(ro—Vit) 0%, + [(ro — Vit) 6 — 2V, 0] &

2. Les forces appliquées a la bille M sont

— Le poids de la bille P= mg = —mglg Q
— La réaction du plateau sur la bille, elle™est"'normale au plateau car la bille se

déplace sans frottement et donc R = Rk

— La force qu’exerce le fil sur la bille, T=-T¢,

3. L’expression du moment cinétique de M par rapport a O dans R est donnée par

G, (M/R) = OM AmV(M/R)

= ré.Am (7”67 + 7’959) = mr20k =m (ro — V,Jf)2 Ok.
A linstant t = 0, 0y = OMO A m\?o =mroVpe, N\ €y = mTOVOE

bt



4. Le PFD :

my(M/R) = P+T+R
—m [—r@zér + (7‘9 + 27’“9)6}] = —ng —Te, + Rk

a- En projetant le PFD sur k nous obtenons —-mg+R=0= R=mg

b- Appliquons le théoreme du moment cinétique

d&,(M s 5.5 . 7 i
UO(dt/R)‘ = My(T+ P+ R) = M,(T) =OM AT = —Té A&, =0
R

= d,(M/R) = Constante.
La constante des aires est C' = o¢/m = roVy = 26

c- La projection du PFD sur €y donne

rf +2i0 = 0
20 +2r7 = 0
o dr?.
2— _— —=
—r dt+dt29 0

d /.. .
—_ — (r29) = 0 = 7?f = constante
dt

D’apres la question précédente,
0 = C=-="=rlj
m
. roV
(ro = V;t)
=0 = +—F——<+ K

or@(t:O):O:+%+K:>K:—$ ce qui donne

)
T

‘/0 To Vbt
0t) = —|————1] = .
(®) Vi, ((To—vﬂf) ) ro— Vit

d- La projection du PFD sur €, donne

2
—mrf®=-T=T = mr (7“0_‘2/0>
r

il
m 3
r




5. L’expression de I'énergie cinétique est donnée par

Eo(M/R) = jmV(M/R) =

Quant a ’énergie potentielle, la seule force qui travaille est T. Sachant que dO M=
rde, + rdfey, le travail élémentaire de T est

SW(T) = T-dOM

2v2
N0 5 (dré, + rddéy)
T

27,2
rsVe

= —mogodr
r

Or dE, = —0W, ce qui implique

= —m

T2V2 7,2‘/2
dE, = m orgo dr = E, = —m STZO + K

et comme E,(r - +00) 2 0 =K =0=E, = —mriyﬁ

L’énergie mécanique est ainsi égale a

E, = E.+E,

1 A% r2v: 1
2 < " r2 2r2 2 "
On note que E,, est constante et donc conservée.

Exercice 3 : Retombée d’un satellite sur Terre (4p+Bonus
1p)

Considérons un satellite S de masse m touché par une
panne et on souhaite le faire retomber sur la Terre y4
dans une zone non habitée. L’orbite du satellite est Orbite d’origine
circulaire et de rayon ry. Pour cela, a partir d'un point
A de son orbite d’origine, on réduit sa vitesse brutale-
ment et 'on souhaite qu’il retombe sur la Terre apres
avoir tourné d’'un angle de 90° dans sa nouvelle orbite

elliptique, voir figure ci-contre. On note par Ry, My A
respectivement le rayon et la masse de la Terre. G est Satelitte Terre
la constante gravitationnelle.

Le point A sur l'orbite d’origine est 'apogée de la nou-
velle orbite elliptique. On note par (p, ¢) les coordon-
nées polaires du satelitte dans son orbite elliptique. Le
parametre p de I'orbite elliptique est p = Ry.
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1. Les coordonnées polaires du point A sont

™ tpAzp(wzﬂ)

2. A appartient a I'orbite d’origine donc ||@i|| =Ty nous avons aussi ||(ﬁi|| =
pa, ce qui donne en utilisant 1’expression de p étabhe a la question précédente

_ p
1 + ecosm

p
1—e

3. En utilisant I'expression de 1’énergie mécanique en fonction de e et en substituant

e par son expression en fonction de rg et Ry, nous obtenons

En,

qui est la relation recherchée.

4. L’énergie mécanique en A est

En(A)

GMprm (62 B 1)
2p
GMrm <[1 B &]2 B 1)
2Rt 7o
GMrm QRT]? 2RT>
2Rt 70 70
GMpm (2 — Ry
()
— Ly Gl

L’énergie mécanique se conserve ce qui permet d’écrire

1
2

GM.
—mVj _

To

1

1

=V,

GMrm
G (
GMrm
an (
GMrm Ry
2
GMrRr

To

2’/‘0 - RT
7
2’/‘0 - RT
G

)
).

GMTm
To




