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CORRIGE : MOUVEMENT DE GOUTTELETTES CHARGEES (5PTS)

Considérons des gouttelettes d’huile fines sphériques, de rayon R et de masse
volumique py, dispersées dans l’espace séparant deux plaques horizontales,

notées (1) et (2), d'un condensateur plan, distantes de d, voir figure ci- 7 U 1

contre. Les gouttelettes sont chargées négativement, —q. En ’absence du ()

champ électrique E, une gouttelette est soumise a l’action de son poids, —;'. E’" A d
= %’rR?’phg’, a la poussée d’Archimede de Dair ambiant, F, = —%’ng’pairg’, . e ¢ e

Pair étant sa masse volumique et & une force de frottement visqueux f = —kv, (2)

avec k = aR. U est la vitesse de la gouttelette dans R(O,zyz). On pose T U,

AU =U 1— UQ. o] - ;)C

On donne o = 3.410"% en S.I.', g = 9.81 m.s™2, pg;r = 1.3 kg.m ™3, pp, = 1.310% kg.m ™3, et d = 210 ’m.

1. On considere le cas ou AU = 0 et donc E = 0.

a. Comme les durées mises en jeu dans cette expérience peuvent étre négligées devant la période de
rotation de la Terre, alors le mouvement de Rpeut étre considéré comme rectiligne uniforme et donc

galiléen

b. En I'absencé du champ électrique, les forces apphquees a la gouttelette sont le poids, P la poussée
d’Archimede F, et la force de frottement visqueux f Le PFD peut s’écrire comme suit

my = P+F+f
dv T 4
R3 = —RPpg— —R3p.g— kv
Ph—7 dt 3 Prg 3 Pag v
_ — _— =
dt + 47TR3phv Ph g
dﬁ 3a = ,Oh - pa -
= — _— =
dt + 47rR2phv Oh g
dv o, 4 R? pp, php_hpag
dt + 47 R%pp, v 3a 4 R2py,
3o 3o
dv 1 4tR% (pn — pa)d
= E + 47 R?py, vo= 3o X 4T R2py,
3a 3a
@5 _ @
dt
avec
47 R?py,
T = —_—
3
R A7 R? « ( 7
U, = — .
l 3a Ph Pa)d

c. La solution de I’équation différentielle vérifiée par ¥ est la somme de la solution sans second membre

dﬁsm Usm - 0
dt T
— _ 2 —t/T
— Usm,m, = cste

1.

S.I. : Systeme d’unités Internationales.



et une solution particuliere v, = 7 . Ce qui donne
- - = T —tT —
U = Ugm+Up=cste + v
comme 7(t = 0) = 0 alors cst + ) = 0 = cst = —0) et T =7 (1 - e‘t/T) .
Comme limy_, 4 o e t/T =0 alors limy_, 100 ¥ =1 .
Application numérique : Nous avons

4 R? 3
wo= s (pp—pa)g = R=——Y 11310 %m.
3 A (ph — pa)g

2. On applique AU de maniere que la particule soit immobilisée.

a. E est uniforme. Calculons son travail entre les deux plaques (1) et (2) :

swiE) — B.-@ @
—dU = -E-dl
@
—E/ dl = —Ed = —AU — E = AU/d.
1)

(2)
— / dUu
(1)

b. Comme la gouttelette est en équilibre alors 7 = 0 et fl—f = 0. La force de frottement est donc nulle.

D’ou le bilan des forces est ]3, ﬁa et la force électrique —qE. Le PFD est donc

P+F,—gE = 0
47TR3 —)+ 47TR3 - AU—» . 6
3 PrgJ 3 Pag) — 4 d J =
4T R3 AU
3 (Ph - Pa)g - QT = 0.

Ce qui nous permet de déduire la valeur de la charge électrique comme suit

4dm R3(pn — pa)y
3AU '

Application numérique : AU = 3200V. Nous avons alors

¢ = 4.18107C.

CORRIGE : SYSTEME CONSERVATIF (4PINTS)

A
E,(x)
E,
0 le\:xz 1% x_ei > x
E,| '\ . ! ik
Rl |

Considérer toutes les réponses justes autre que celles proposées.



1. Em:E1 .
Nous savons—que E,, = E,(x) + E.(z) = Cst puisque le champ de force est conservatif. De méme
E.(z) > 0Vz, ce qui implique que E,, > E,(x). A partir de cette derniére relation, on peut déterminer
le domaine de valeurs permises pour z et en déduire la nature du mouvement.

E, = E1>0
=z € €x1,+o0]

ainsi M peut prendre les positions « > z; et donc M peut s’éloigner a Uinfini.

E,=E; <0:

Les seules valeurs permises pour x sont bornées et donc le mouvement est un mouvement d’oscillations
dans cette intervalle.

E, = Ey= x € [x2,x3].

Comme dans le premier cas, M peut évoluer a 'infini et s’éloigner donc de z1, I’état de M dans ce cas
est un état libre.

Dans le deuxieme cas, M évolue entre les positions xo et x3 et donc M ne peut pas évoluer en dehors
de cette intervalle, alors ’état de M est lié.

. . dE
2. Aux voisinages de xg, nous avons Ey,(x) > E,(xo)Vz, alors ¢ est un minimum et donc é’x(x)

=0.

T=x0
En faisant un développement limité aux voisinages de xg, nous obtenons au second ordre ’expression

(2 = @0)* + Ol(x — 20)°]

On en déduit que la force qui est appliquée, si 'on note i le vecteur unitaire de 1’axe (Ozx) est

F = —grad(E,(z)) = —d%‘%: —k(z — x0)i.

qui n’est d’autre qu’une force élastique. L’application du PFD donne

mi = —k(x—aco):>(ac—“xo)+%(x—a:o):0

dont la solution est = — zg = Acos(wt — @) avec w = (/L. Donc le mouvement de M au voisinage de

x 2 T
E,(r) = E,(xo)+ dE(ZE) (z — z0) + ;dfmpg)

T=x0

1
~ E() + 5]€($ - 1‘0)2

m

T = xo est un mouvement sinusoidal de pulsation w = %

CORRIGE : SORTIE SPATIALE (11 POINTS)

Considérons une station spatiale S de masse M en orbite autour de la Terre. Soit R(O, zoyo20) le référentiel
géocentrique. La station est considérée comme un point matériel et repérée dans R par OS. Elle n’est soumise

qu’a 'action de la force gravitationnelle de la Terre F= GMpM ?ls, M et Ry respectivement la masse et

le rayon de la Terre, G est la constante gravitationnelle.



1. Etant donnée que la période de rotation de l'orbite est négligeable devant la période de rotation de la
Terre autour du soleil, alors la trajectoire de R peut étre considérée comme rectiligne uniforme et donc

R peut étre considéré galiléen.
2. Le théoreme du moment cinétiqte nous donne
déo

R

= 0 et donc o est une intégrale premiere .
R

Comme &' est constant, et OM est constamment perpendiculaire a & alors OM appartient constam-

Commeﬁ//O?:O?/\ﬁzﬁdonc%

ment au plan perpendiculaire & &p. Ce qui justifie bien que le mouvement est plan.

0% = pz, = V(S/R) = i, + ppéy
- . ? = - 2.7
Go(S/R) = OSANMV(S/R)= Mp“pk.

Ce qui implique que C = p?¢

3. Nous avons

et

4. L’énergie cinétique est égale a

L’énergie potentielle s’obtient comme suit
dE, = —F.dOS

e, . S
= GMTMIO—S - (dpe, + pdpe,)
dp
2

1
7 = By = —GMrM_ + Cst(=0)

Ce qui donne pour I’énergie mécanique

= GMrM

E, = E.+E,

1 C? 1
= M|+ |- GMrM-
2 p p

5. L’énergie mécanique est une intégrale premiere étant donnée que la seule force mise en jeu est conservative
et donc

dt 2

. C? 1 ) )
—> =5+ GMrM 5 = 0 puisque j 0.

Pour la résolution de I’équation voir le cours = la trajectoire est une conique d’équation polaire

o p
p= 1 + ecos(¢ — ¢o)

dE c? 1
mo_ M(ﬁ—p:))+GMTM )p:o




ot p = C%/GMr.

Si e = 0 = la trajectoire est un cercle

Si 0 < e < 1 = la trajectoire est une ellipse
Si e = 1 = la trajectoire est une parabole

Si e > 1 = la trajectoire est une hyperbole
. Voir le cours.

On considére dans la suite que Porbite de la station est circulaire de rayon R.

. Puisque le mouvement est circulaire alors p = R et ’expression de la vitesse devient

V(S/R) = R¢é, = Rwé,.

Nous avons C' = p?¢ = R*w = Cst et donc w constante et donc V(S/R) = Cst ce qui montre bien que

le mouvement est uniforme.
Nous avons également dans ce cas

S
=y

Un cosmonaute noté P de masse m effectue une sortie de la station
et 'on se propose d’étudier son mouvement par rapport au référen-
tiel lié & la station que I'on notera par Rl(S xyz) dont le vecteur
rotation est donné par (A(Ri/R) = wk, voir figure ci-contre. Le
cosmonaute est relié par un cable au point S. Soit (z ], k‘) la base
cartésienne liée a Rl telle que la position du cosmonaute soit re-
pérée par SP=a7 + yj + zk‘ sachant que 0S = Ri.

On considere que le cosmonaute est soumis a la seule action de la gravitation Terrestre, )
, opP R+ a)i+yj+ 2k
F = —GMTm = —GMTm ( + QZ)Z + 2 +z 3/2
0P [(R+2)? + 9 + 2?]

. L’accélération d’entrainement est donnée par

Jo = A(S/R)+wk A (wk A SP).

Or
AV (S/R -
(S/R) = VS/R)| - _ —Rw?€, = —Rw?i
dt R
ce qui donne
Ve = —Rw*i + wk A (wE A\ {xz—k y;+ ZE:D

= —Rwi 4w’k A (m;— y;>

= —Rw’—uw? (:1:?4— y;)

= & [(R+2)i+yj].



L’accélération de Coriolis est donnée par

Ve = 2wk A (l‘;-i- y;)

- 2w (j;j’—g?).

9. En utilisant le résultat de la question 7., 'expression de F devient

(R4 )i+ yj + zk

F = —R%’m 372
(R+ x)? +y? + 2]

Le PFD dans R1, qui n’est pas galiléen, nous permet d’écrire
my(P/Ry) = —mF—mAe+F
(R+2)i +yj + 2k
[(R+2)2 +y2 + 222

= m (x;—i- iy + ZE) = mw? [(R +2)i + yj_} — 2mw (a;j— y?) — R3%w*m

Par projection sur i, j et k, nous obtenons

(R+ )

i = w’(R+2)+ 2wy — R*w?
(R + x)2 +y? + 22

3/2

i = wly—2wi— R3W?
[(R+ z)? ]

5 = —R3W?
(R + )+ 2+ 2

10. Le développement limité a ’ordre 1 donne
1
i o~ W(R+x)+ 2wy — RYW? <1 + 2) [R?’ (1 - 3;)]

w}(R+ z) + 2wy — Rw? <1 + % - 3;) = 2wy + 2wix

2 . 42y [ 1
w?y — 2wt — R w R{R?’ <1—3R>]

Wy — 2wi — wly = —2wi
1

..N7423 _
zZ ~ RWR{Rg’(l BR)]

11. L’intégration de la deuxieme équation donne

12

N3]
12

12

Yy = —2wx+K1:>K1:y'0+2wxo
— i = —4wiz + 2w(jo + 2wxg) + 3wie
= i+ w’r = 2wyo + dwxg

La solution générale x de cette derniere équation est la somme de la solution sans second membre x4,
et une solution particuliere x, avec

Tom + w2$sm = 0= z4m = Acoswt + Bsinwt

et z, = 2(yo + 2wxp) et donc

2
x(t) = Asinwt + Bcoswt + ;(yo + 2wg).



A et B sont déterminées a partir des consitions initiales

2 . 2 . 29
xg = B+ —(9o+ 2woxo) = B =x9— — (90 + 2wzy) = —3x0 — il
w w w
By = wA=A="0
w
ce qui donne finalement
. - 9 9
x(t) = 20 sinwt + —3x9 — yo] coswt + — (Yo + 2wzo)
w i w w
X - 9 9
= @sinwt — [3xg + yo} coswt + 4x + —1p
w L w w
. - 9
= Dsinwt + |30 + yo} (1 — coswt) + xo
w i w
Ce qui donne en remplagant x dans y
_— o 290 .
y = —2ipsinwt — 2w [3xg + — | (1 — coswt) — 2wz + Yo + 2wxg
w
. o
—y = 270 coswt — 2 {3330 + yo] (wt — sinwt) + Yot + Ks.
w w
K3 est déterminée a partir de o :
T T
Yo = 2~ +K3= K3=yo—2—
w w
ce qui implique finalement
. 9 .
y = 220 coswt — 2 {on + yo] (wt — sinwt) + Yt + yo — 920
w w w

. 9
==y = —2%(1 — coswt) — 2 |:3$0 + 50] (wt — sinwt) + Yot + yo

Quant a z, nous avons

F4w?z = 0
— z = Asinwt + Bcoswt
N { zZ0 = [3::>]3::zq
z0 = <Au1==>f1=:%%

ce qui donne comme solution

20 .
z = —sinwt + zgcoswt.
w

12. Avec les conditions initiales o9 = g9 = 29 = 0 et perd le contact avec la station sachant que xg # 0,
1Yo = 2o = 0, nous avons

xz(t) = 4dxg— 3zgcoswt z(t)—4dxo

B ;i BT coswt
y(t) = —6xp(wt—sinwt) +yp — O o
Z(t) -0 (Txo - (.dt) = sinwt

—4 2 _ 2
<w> +<yyo+wt> _1
3%0 6%0

On voit bien que le mouvement le long de Sz est sinusoidal alors que le long de Sy il y a superposi-
tion entre un mouvement sinusoidal et d’un terme lineaire avec le temps qui tend donc a éloigner le
cosmonaute le long de Sy. En résumé, le cosmonaute reste sur le plan Sxy, est animé d’'un mouvement

sinusoidal le long de Sx mais il s’éloigne le long de Sy.



