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Exercice 1 : Poussée d’Archimede

Soit R le repere lié au port qui est galiléen telle que I'accélération de la pesanteur
est § = g/g, ou (;, j’, l:;) sa base cartésienne. Le bateau est attaché au port donc il est
au repos et par conséquence la force de frottement fluide de 1’eau sur le bateau est
nulle. Aussi, les forces appliquées sur le bateau sont

— le poids : P= myg = pb%gl?;;

— la poussée d’Archimede ﬁar . elle est égale au poids du volume d’eau V, et

dirigée selon —k ; ce qui donne ﬁar = —peVegE :
Comme le bateau est au repos, alors ’application du PFD donne

—

S ; ; G V.
P+ Fy = 0= myj—pVigk = pVigh — pVigh =0 = 2 =

pe Vi

ce qui donne la condition pour que le bateau flotte sur I'eau.

Exercice 2 : particule chargée dans une région ou regne un
champ magnétique constant

Une particule M de charge g et de masse m est soumise a I’action d’'un champ
magnétique constant B. Soit R(O, XY Z) un référentiel galiléen muni de la base
orthonormée directe (7, 7, E) telle que B = Bk. La vitesse initiale de la particule est
Up = VoL + Ty, telles que vy = Vol + voyj', la projection de la vitesse sur le plan
(OXY), et 0y = vo-k, la composante de la vitesse parallele au champ magnétique.
On note w, = %.

On néglige ’action du poids devant ’action du champ magnétique.
On note dans la suite V(M/R) = 7.

1. L’expression de la force Fg est donnée par

ﬁB = qﬁ/\g

2. Comme nous négligeons le poids de la particule chargée, la seule force qui
s’exerce sur M est Fp. R est galiléen, alors le PFD dans R donne
- dv dv

Fr = m&Y =%
B= Ml T

R m



Soit T = v,i + ij'—i— UZE avec v, = v/, alors

EAT = A (v + 0,5 +v)k)
I S
d_; .7 .2 .7
= —U| = Uyt +VyJ + 0k
dt |r

B, -
_ 4z (ij—vyd) — 0, = 0 = vz = v;, = Constante
m

3. Nous avons établi que

ds
dt |

sachant que la dérivée d'un vecteur quelconque A dans R avec iy = A/| A
est donnée par

dA d|| Al
— = s+ Q(A/R) A
dt |R dt at+ U / )
En appliquant ce résultat a
dv B-
il P Y
dt R m

dHU

on en déduit que Ul = 0 = ||7]| = v est constant et que T est en rotation

dans R avec le Vecteur rotation —%l:;.
Comme v* = v +v7,, d'une part, et v et v/, sont constants, d’autre part, alors
v est constant.

4. Développons le PFD dans la base cartésienne, sachant que B = Bk

dvg - dv dv, - - - = -
mEhLmd—tijrm 7 k = q(vzz+vyj+vzk) N Bk

= qva; — qBvJ

ce qui donne

dv,  gB _

i vy, = 0

vy_|_LUx = 0
dvz

= 0

dt

On constate que les deux premieres équations sont couplées, c’est a dire v, et
v, figurent dans les deux équations. La composante de la vitesse selon Oz est
constante et égale a la composante de la vitesse selon Oz a l'instant ¢t = 0,

UV, ZUO//.



5. Reprenons les équations précédentes en remplagant v, = @, v, = y et v, = 2
ce qui donne en premier z = vyt + K avec K = z(0) = 0. De méme

B
j= i —=y=—wa+ K
m

or z(0) =0 et gy =0 alors K =0

i =wy = —wit = i+ wz =0

qui est une équation de second ordre a coefficients constants sans second
membre. La solution est © = Asin(w.t — o) avec z(0) = 0 = Asingy =
wo = 0, puisque A # 0, et ©(0) = vo, = Awccosp) = A = vy, /w. et la
solution est

o(t) = VoL

sinw,t.
We

L’équation en y est alors

VoL

Uy = —Wwer = —vysinwgt = y = +———cosw.t + K

We

or y(0) =0 = K = —" ce qui donne finalement
We

r = %sinwct
y = —”og—j (1 — cosw,t)
z = U//t.

A partir des expressions précédentes, on a

VoL )2 . U(Qu

x = et z=wy//t
+(y+wc 2 0//

qui sont respectivement les équations d’un cercle de centre(0, —%+) et de rayon
“L dans le plan (Owzy) et d'un mouvement de translation rectiligne uniforme
selon Oz. C’est un mouvement hélicoidal et la trajectoire est une spirale autour

de Oz.



Exercice 3 : Masselotte en rotation sur une tige

Une masselotte ponctuelle M, de masse m,
peut glisser sans frottement sur une tige (7)
perpendiculaire en O a l'axe vertical Oz,
voir figure ci-contre. Soit Ry(Oxgypzg) un
repere galiléen fixe orthonormé direct. Soient
(Zo,jo,go) la base cartésienne associée. Soit
R(Ozxyz) un repere orthonormé lié a la tige
(T) muni de la base (,J,k). L’axe Oz est
entrainé par un moteur qui fait tourner la
tige (T) a la vitesse angulaire constante w
dans le plan horizontal Oxgyy. La masselotte

est répérée par ses coordonnées polaires,

(p, p), dans Ry.

A Tinstant initial ¢t = 0, la tige (") est confondue avec l'axe Oz et la masselote
est lancée depuis le point O avec une vitesse vy = vgi ou vy > 0.

1. Dans le référentiel R non galiléen, les forces appliquées a la msselotte sont
i- le poids mg = —mgl;,

ii- la réaction de la tige qui est normale a celle-ci, et donc L a Ox, puisque les
frottements sont négligeables, R = R.k + R,7,

iii- la force d’inertie d’éntrainement f;, & déterminer,
iv- la force d’inertie de Coriolis f;. & déterminer.

Pour exprimer le PFD dans ‘R, il faut donc expliciter les expressions des forces
d’inertie.

Notons que R et Ry ont la méme origine. Le vecteur position de M est (W =
,0; ce qui implique que

V(M/R) = piet J(M/R) = ji.
R est 1ié a la tige alors il est animé d’un mouvement de rotation uniforme ; ce
qui implique que 2(R/Ry) = wk. Ainsi,
V. = Q(R/Ro) AOM
= wk A pZ: pwf
et
7—;6 = Q)( /
= wk Ap

(H(R/Ry) A OM)

0) A
wj = —pw*i = fi. = mpw*i(centrifuge)



et
o = 20(R/Ro) AV(M/R)
= 2k A pi=2pwj = fre = —2mpwj.
Finalement, le PFD dans R donne
mg+ R+ fie + fie = mi(M/R)
- —mgl?; + Ry;'—i— RZ/; + mprZ— 2m,0'wj' = mp;

. L’équation du mouvement est obtenue en projetant le PFD sur ;, ce qui donne
p—w?p = 0.

C’est une équation différentielle du second ordre a coefficients constants et
sans second membre. L’équation caractéristique est 7> — w? = 0 = r = fw
et la solution est p(t) = Ae*" + Be ! A et B sont déterminées & partir des
conditions initiales p(0) =0 = A+ B =0et p(0) =v9p =w(A—B) = A =
vo/2w et B = —vg/2w. Aussi la solution est

UO w —w 0
p(t) = %(et e ") = wsmh(wt)

La reactlon de la tige s’obtient en projetant le PFD respectivement sur les
axes j et k ce qui permet d’obtenir

R, = mget Ry =2mpuw.
. calculons V(M/Ry) :
V(M/Ro) = V(M/R)+V,

= pi+ pwj
= (cosh(wt);+ sinh(wt)j’) :
Le moment cinétique de M par rapport a O dans Ry est donné par
Fo(M/Ry) = OM AmV(M/Ry)
= p;A m (p?+ ,Owj)
= mew/g.

Le théoreme du moment cinétique par rapport a O dans R est donné par

doo(M/Re)| B
7 . (W/\(mg—FR)

- Qmpp'wl; = p;A (—mgk? + RJ—F RZE)

= 2mpjwk = mpgj + pRyk — pR.j



et en projetant sur les différents axes, on obtient
R, = 2mpw
R, = mg
qui ne sont d’autres que les expressions déja établies.
4. L’équation horaire donne

1 D
D = % sinhwtp = tp = —argsh (w_)
w w Vo

La tige effectue un tour complet, 27, en Aty = 165 alors w = 2w/ Aty ce

qui donne
Attour 27TD
tp = h{———
b 2T ares <U0Att0ur )
A.N. :
16 2 X 3.141516 x 2.3
tg = argsh< )
2 x 3.141516 0.393 x 16

~ 4s.

5. Lorsque la masselotte est arreétée par B, alors p = 0 et partant de I’expression
du PFD, en remplacant p = 0, on obtient

R, = 0
R, = mg.
Supplément a I'exercice 3
La réaction dont il est question dans l’exercice est Ry = Ryj'. En fait, pour

retrouver la composante de la réaction selon ;, il suffit de reprendre le PFD, d’ajouter
la réaction de la butée selon 7, que on note }?B, et de I'appliquer dans le référentiel
relatif R. Notons bien que la réaction de la barre sur la masselote selon 7 est toujours
nulle en raison de ’absence des frottements. Aussi, nous avons

R+ Rg+mi+ fie+ fie = my(M/R)

Sachant que la masselotte est arrétée par la butée, ce qui implique qu’elle est a
I'équilibre dans R et donc Y(M/R) =0et V(M/R) =0= p=0= p = D, nous
obtenons

Ryf+ R.k + Rpi — ng +mDw? =0

ce qui implique que

R, =0
R, = mg
RB = —meQ.



Exercice 4 : Forces de frottement solide

Un homme tire une caisse M de bas en haut d'une colline dont la forme est
assimilée a un cercle de rayon R, de centre O. Il exerce une force de traction T
constante en norme et faisant un angle a avec le sol, voir figure ci-contre.

Nous avons ﬁ((?p/R = gblg. Noter que ¢ est algébrique et négative et donc
V(M/R) = Rope, et dl = Rydpé, ont le bon sens implicitement.

1. Calculons le travail de T pour aller du bas de la colline, point B(yp = ), vers
le haut de la colline, le point H(p = 7/2).

SWH(T) = T.4d
= T (sinae, — cosaé,) - (Rodp)e,

- /2 -
= —RyTcosadp = WEH(T) = / / SWH(T) = +gR0Tcosa

2. 5i 'homme se déplace avec une vitesse constante vy, ¥ = —vpé,, la caisse se
déplace aussi avec la méme vitesse. Pour Déterminer la réaction Ry, nous
appliquons le PFD.

Calculons 'accélération.

m = Rye, = U = Rype,. Comme v est constant alors Ry est constant
et o = —vy/Ry. L'accélération de M est 7 = —Rogb2€p = —%%é’p. Les forces
appliquées a M sont

= T (sinae, — cosael,)
= é]\r + éT = Rng + RTe_Zp

= mg = mg (—sin(r — @)€, + cos(m — p)e,) = —mg (singe, + cospel,)

oL oL N



que ¢ fait un angle m — ¢ avec €,. Le PFD s’écrit comme suit

my = T+ R+ mgqg
2
(Y . — —
—mﬁogp = T (sinae, — cosa€,) + Ry€e, + Rre, — mg (sinpe, + cospe,,)
0

= (Tsina + Ry — mgsing) €, — (T'cosac — Ry + mgcosy) €.

La projection selon €, nous permet d’avoir

2 2
Tsina + Ry — mgsing = —m —> Ry = m | gsinp — 20~ Tsina
}%O }%O

3. Calculons le travail de la force de frottement Ry = f|Ry|é, :

SWi (Rr) = [fIRn|é, - (+Rodp)é,

U2

= +fRy [m (gsingp — ﬁo) — Tsinoz] dy
0

avec

- /2 -
Wy (Rr) = / OW§ (Rr)

™

2
_ g+ Y% i
= —fRy {m( g+2RO)+T281na]

Exercice 5 : Force de frottement fluide

Un cycliste se déplace sur une ligne droite et fournit une puissance mécanique
constante P. Les forces de frottement de 1’air sont proportionnelles au carré de la
vitesse du cycliste F = —kvv, k étant une constante positive. On néglige les forces
de frottement du sol sur la roue. Le systeme formé par le cyscliste et le vélo est
considéré comme un point matériel. On choisit un axe horizontal Ox et le repere
terrestre est supposé galiléen.

1. Les forces qui sont appliquées au cycliste sont

— le poids, perpendiculaire au déplacement et donc ne travaille pas et donc sa
puissance est nulle ;

— la réaction normale Ry, la réaction tangentielle est négligée car les frotte-
ments sont négligeables. Elle est normale au déplacement et donc ne travaille
pas et sa puissance est nulle;

— la force de frottement visqueux F = —kvd.

Appliquons le théoreme de 1’énergie cinétique dans sa forme différentielle, ex-

primée en fonction des puissances :

dE.
dt

— P(F) + P(mecanique)



v — . = o P
5 kvv - U+
dv
— = Pk
mvdt v
dv dx
7 = Pk
mvdgj 7 kv
mv2@ — P —k?
dx

qui n’est d’autre que 1’équation recherchée.

. En posant f(z) = P — kv3, nous avons @) — _3fp2de, Aussi, on a
dx dx
—mdf(z) df (z) 3k B
3k dx f(@) = dx * mf(x) =0

qui est une équation différentielle de premier ordre sans second membre a
coefficients constants. La solution est obtenue en séparant les variables
df (x 3k :
/() = ——dr = f(z) = Ae~m®
(@) m
ol A est une constante que I’on détermine des conditions initiales. En rempla-
cant f(x) par son expression, on obtient

comme v(z = 0) = vy, alors A = P — kv et la solution se met sous la forme

we) = l% (P =[P~ kv8’>e—%ﬂ>]l/3



