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Exercice 1

On considere une barre AB homogene de longueur 2a et de masse m dont 'extrémité A est
attachée a un ressort de constante de raideur k. L’extrémité A est assujettie a se déplacer sans
frottement sur 1'axe Ox d’'un repere R(Ozyz) supposé galiléen. On repere la position de A le long
de Ox par OA = x. La barre AB reste dans le plan vertical Oxy et fait un angle 6 avec la verticale
passant par A, voir figure ci-contre. On négligera la longueur a vide du resssort.

1. Le mouvement de la barre est repéré par par les trois coordonnées du centre de gravité de la
barre situé a son milieu et trois rotations. Comme le mouvement de la barre a lieu dans le
plan vertical ce qui réduit les rotations a une seule repérée par 6. Quant au centre de gravité,
que 'on note par G, sa position est repérée par

m_{ rg = x4+ asinf

Yo = —acost

ol x¢g et yg sont les coordonnées de G. Aussi, on voit que la position de G peut étre repérée
par x et 0 et donc le mouvement de la barre est completement repéré par x et 6, ce qui montre
bien que le nombre de degrés de liberté est égal a 2.

2. En appliquant le théoreme de Koenig, I'énergie cinétique de la barre est
1 1.
T = —mVi+ =16
SRACRE

a?

ou Vg est la vitesse du centre de masse et [ = m%

Calculons V

est le moment d’inertie par rapport a GZ.

7@* :{ 1.‘G — xefr'agcos@ N Vé — 32 4 202 1 2ai0cos0
Yg = abtsm



ce qui donne pour 1’énergie cinétique

1 . . 1 .
T = ém (:t2 + a?0* + 2ax'9c:os€) + éma292.
Le bilan des forces est la force de rappel du ressort, F= —kZ, le poids P= mg et la réaction
normale de I'axe Ry qui ne travaille pas puisqu’elle est perpendiculaire aux déplacements de
A. Aussi énergie potentielle associée au poids et a la force de rappel est

AV = —F-dA—mg-dG
kxdx + mgasinfdo
1
= V(z,0) = 5]{;3:2 — mgacost + Vj.

Vo est déterminée a partir des conditions initiales. On peut prendre Vj = 0 sans que cela
n’influe sur les équations du mouvement ou prendre V(z = 0,0 = 0) = 0 = —mga + Vy) =
Vo = mga = V(x,0) = $kz* + mga(1l — cosb).
Le lagrangien est ainsi donné par
L(z,0,,0) = T—-V
1 . . 1 . 1
= 5m <:’c2 + a®0* + 2&3’:90059) + émaQGQ — 5]%62 — mga(1l — cosf).

A partir de 'expression de L, nous avons

oL
= _k
ozr v
L .
i = ma + mabcosf
0t
oL .
0 - —mazfsind — mgasinf
aL 2 - . 2 hd 4 2 h .
— = ma“0 + mazxcosh + —ma“0 = —ma“0 + maxcosd
00 3 3

Les équations de Lagrange sont comme suit

oL dOL . - 192

i vl —kx — ma — mabcos + mabsinfd = 0

3_ — ia— = —maxfsinfd — mgasind — —ma’0 — ma (icosﬁ — x’@sin&)
00 dt 9 3

4 B}
= —gmaZH — magsing — maicosd = 0.

ce qui donne pour les équations de mouvement

T+ —x = a <90059 — stinﬁ)
m
6+ 4—?; (gsind + Zcosf) = 0

3. Etablissons les expressions des moments conjugués

oL .
Pe = —— = mT + mabcosh
0t
oL o
= — = —ma“d + mazcosh
Do Y 3



4. Le hamiltonien est ainsi donné par
H = pyi+p—L
= mi® + maifcosd + %ma292 + madfcosh —
—%m (a’72 +a%0® + Qaiécosﬁ) - %mazéz + %ka + mga(1 — cosh)
= %m (:tQ + a%0* + 2ax'9c:os€) + émaZQZ + %ka + mga(1l — cosh)

1 ) 2 1 )
= ém (:c + a9c059> — §ma292c0892 +

9 . 1
2maf? + Ska 4 mga(1 — cosd)
2 1 .. (4 1
B 57?1 + §ma292 (g - 00520) + §k:x2 + mga(l — cost)

Remarquer que dans le cas o1 ’on peut pas exprimer directement H seulement en fonction
des coordonnées généralisées et des moments conjugués, on part du systeme d’équations
définissant les moment conjugés et on en tire les expressions © = f(z,0,p,,pg) et =
g(x,0,p,,pg) et on les substitue dans ’expression de H.

Dans ce cas, il reste & exprimer 6 en fonction des moments conjugués et de la substituer dans
H. En utilisant le systeme d’équations exprimant les moments conjugués, on en tire

Do — ap,cost

ma? (% — cos29)

ce qui donne pour le hamiltonien exprimé en fonction des coordonnées généralisées et les
moments conjugués

H P, 1 ( h)> L
= -z — apycosh)’ ————
om | 2ma2 0T WP (% — (30520)

1
+§kx2 + mga(1 — cosh)

Les équations canoniques donnent

oH P, N —cost) pg — apgcost  p,

P = = =22 _ abcosh
. Op, m ma % — cos26 m aveos
H 3} .
Dy = —aa— = —kr = m (x + ab — aHQSine) = —kx
x

et qui n’est d’autre que la premiere équation établie auparavant.

Quant au systeme des équations canoniques en 6 et py, demander aux étudiants de le faire chez eux.

Exercice 2 : Etude classique du mouvement d’un électron

On considere un électron de masse m et de charge —e soumis a l'attraction électrostatique dun
noyau +Ze. On considere que le reférentiel lié au noyau est galiléen. On utilisera les coordonnées
sphériques comme coordonnées généralisées.

1. Le potentiel V() est donné par




2. Notons par R(Ozyz) le repere lié au noyau. Les vecteurs de la base sphérique (€, €p, €,,) sont

en rotation dans R avec le vecteur rotation (2 = ng + «9@,, ol k est le vecteur unitaire selon
Oz. Si la position de I’électron e a U'instant ¢ est M, alors

dOM

dt Ir
dre,
dt

‘7:

R
de,
dt Ir

= ré +rQNeé,

= 7€ + rysinde, + rhey = V? = ¢2 4 2 <<p251n20 + 02)

= re.+r

ce qui donne pour I’énergie cinétique
1 )
T = 3™m [7’“2 + 72 (¢2sm20 + 92)]

Quant a l’énergie potentielle, comme le poids de I'électron est négligée, elle est réduite a
I'énergie potentielle V(r) ce qui donne pour le lagrangien

: 1 : k
L(r,0,p,7,0,0;t) = gm [7’“2 +r? (chSmZQ + 92)] + —.
r

3. Pour établir ’expression du hamiltonien, calculons d’abord les expressions des moments conju-
gueés :

0L . . Dy
P = —— =mr =7 ==

or m

oL 2/ ) Po
Do Y] mr 2

8[/ 2 .92 . . ptp
Dy = a—(p:mr51n9g0:>g0:m

et
H(Ta 07 @5 Pr, Do, Py t) = pT’T + p@e + psogp - L(Ta 07 2 7:‘7 éa 907 t)
. 1 . k
= mi? + mr0? + mrising*¢? — ém ['r”Q + 72 (ngSinQG + GQH - —
T
1 . k
= 3m [7’“2 +7? (gbzsin20 + 92)] - —
r

»” P k

2m  2mr?  2mr2sinf  r

H(r,0,¢,pr, Do, Dy; t) représente 'énergie mécanique de 'électron. Comme H (7, 8, ¢, pr, po, Py; t)
ne dépend pas explicitement du temps, il est conservé.

4. Si I'on observe 'expression de H(r, 0, ¢, p,, pg, p,;t), on remarque que ¢ est une variable cy-
clique, ce qui implique que p, = —%—Z = 0 = p, est conservée. p, est la composante du
moment cinétique de ’électron selon Oz. En effet, le moment cinétique est donné par

G = OMAmV = —mr?psindéy + mr29€¢ — 7 k = mr’sin®0 = Deo-

On sait que le moment cinétique est constant étant donné que la force coulombienne est
centrale. On peut choisir les conditions initiales de maniere a ce que le moment cinétique soit
perpendiculaire & k et donc p, = 0. p, = 0 = ¢ = 0 = ¢(t) =constante V<.

L’expression de H(r, 8, , pr, Do, y; t) devient alors

v, Pk

2m  2mr? r

H(r,0,0,pr, 00, t) =



5. Les équations canoniques de Hamilton sont données par

: OH __ pr
T: Opr ~ m
f — 0H _ pe
Opo mr2 ,
y — _0H _ _ Py &
br = 8813 E——; + 72 ) )
P9 = —55=0=py=0Cst= mr?0 = mr2f,

et la nouvelle constante est py = mr2 = G - €, et donc qui n’est d’autre que le moment
cinétique selon €.

6. Le mouvement de l’électron peut étre circulaire si I’équation 7 = 0 est cohérente avec les
équations canoniques de Hamilton. En effet, 7 = 0 = p, = 0 et donc p, = 0, ce qui implique

2
Do k
L+ — = O
mr3 2
2
—=r = r,= 9 — Constante
mk

ce qui est vérifié puisque py = mrafy est constant. Donc un mouvement circulaire est possible.
La valeur de r. en fonction de rq est obtenue comme suit

mrg6?
ro— "M%
.= .
k
Ainsi la vitesse angulaire a communiquer a ’électron pour linstaller dans l'orbire de rayon
re =T0 est
mrg03 : k
k mrg

Corrigé 3 : Rotation dans ’espace des phases

Considérons un systeme a un degré de liberté et soit M un point de ’espace des phases dont
les coordonnées sont (g, p). Le point M’ est le point de 'espace des phases de coordonnées (@, P)
obtenu a partir de M par une rotation d'un angle a. On cherche a montrer que cette rotation est
une transformation canonique et a déterminer une fonction génératrice F'(q, Q) qui la décrit.

1. (Q, P) est obtenu de (¢, p) par une rotation d'un angle o dans l'espace des phases, ce qui

donne
Q _ cosa  —sina q \ _ [ gcosa — psinc
P - sinoe  cosa p ) \ gsina+cosa )’
La matrice jacobienne de cette transformation est donnée par
%—Q %—Q cosa  —sino
M= ob ob | = sina cosa ’
dq op
Pour démontrer que la transformation est canonique, il suffit de démontrer que M est une

matrice symplectique. En effet
T ( cosa  sina )
—sina  cosa

IM = 0 1 c9soz —sina ) _ sino Cf)sa
-1 0 sinoy  cosa —cosa sino
ot ATM = cqsoz sino sina Cf)SOé _ 0 1 _ 7
—sin  cosa —cosa  SIna -1 0

ce qui démontre bien que M est symplectique et donc la transformation associée est canonique.

et



2. La fonction génératrice F(q, Q) est de type 1. Ce qui permet d’écrire que

_oF p_ OF
Pt 0Q
3. En utilisant les expressions de la question précédente, nous obtenons
or 2
g = P = gcotga - RN F(q,Q) = Lcotga - .iq +9(Q).
q sina 2 sina
Comme
OF , cos’a ,
20 = —P = —gsina—q e (Qcotga = T aina Y (@)
QQ
/
— /(@) = Quotga = 9(Q) = .+ K(= 0)
En remplacant ¢g(@)) par son expression, nous avons
Q° qQ
P = (5+% ) corwa- 22
4. Rappelons que
0 8@ o 0P 0 0 0
— = = My — + My —
9¢ _ 0q00 agop  Mag TMupp
0 8@ o 0P 0 0 0
— = = Mis— + Myr—.
o opoQ "opap  2gg T M2pp
Ce qui nous donne
0X 0y 0Xo9Y
XY = ——— - —
XY dg dp  Ip Iq
0X 0X Y aY
= <M11 20 M21 ) (Man M22 ) -
0X 0X aY aY
<M12 90 + M22 ) (Mn 8@ + My )
2KV OXOV |\ OXOY L X OY
- T80 00 200 oP 2aP 0Q 9P oP
(o, 2X Y OXOY |\ OXOY X oY
290 00 1oQ opr "aP aQ 1oP op
0X oY 0X 9Y
= (M1 My — MioMay) —~ 20 9P + (M Mg — Moy M) —— ap 8@

0X oYy 0XoY
0Q 0P 0P 0Q
car My May — Myo My = cos’a + sin®ac = 1. D’ott 'expression recherchée.

Comme les crochets de Poisson entre les deux grandeurs sont conservés par la transformation,
cela implique que la transformation est canonique.

Corrigé 4 : Les fonctions génératrices

Les quatre types des fonctions génératrices décrivant les transformations canoniques peuvent
s’obtenir les unes des autres par des transformations de Legendre. On se propose d’en montrer
quelques exemples.



1. Rappelons que les fonctions génératrices de type 1 vérifient

_ 0P, ,_ 9F@Q)

0q 0Q

On pose G1(q, Q) = —Fi(q, Q). Cherchons la transformée de Legendre de GGy par rapport a @
que l'on note G5(q, P) = PQ — G1(q, Q). Nous avons alors

8G’*a(q P) B} o1 a o1 7
q, _
—op - = @

qui ne sont d’autre que les propriétés d’une fonction génératrice de type 2. Aussi Fy(q, P) est
la transformée de Legendre de —Fi(q, Q) par rapport a Q.

2. Les propriétés vérifiées par une fonction génératrice de type 3 sont données par

OF: OF:
_ 3(p7Q) ot pP-_ 3(p7Q)
op 0Q
De la méme maniere, on pose G = Fi(q, Q) et on procede a une transformation de Legendre
par rapport cette fois-ci a ¢, ce qui donne G*(p, Q) = pg — G(q, Q) ce qui implique que

oG +8F I
o o !
oG _ o _
0Q — 9Q
si 'on prend F3 = —G™, 'opposé de la transformée de Legendre de F}, on retrouve la fonction

génératrice de type 3.

Corrigé : Encore des transformations canoniques!

Considérons la transformation donnée par

P
(Q2cosc + ~Lsina
—mw@Qsina + Pycosa

_ P s —
¢ = Qcosa + —Zsina Q@ =
P = —mw@esina + Picosa Py =

1. Pour établir la matrice jacobienne, trouvons d’abors Qr = Qx(qx, px) €t Px = Pr(qx, px). Pour
ce faire nous résolvons le systéme d’équations précédents en utilisant la méthode de Cramer !

Py .
Qicosa + —sina = ¢
mw

P
Qacosar + —sina
mw
—mwQesina + Pjcosa

—mw@Qsina + Pycosa

alors
Ccos 0 0 s
i mw
Sino
A~ 0 Ccos ‘ p— 0 _
0 —mwsina  cosa 0
—mwsina 0 0 Ccos

COS(x

q2
P
P2
cosqy she ()
. mw
—muwsina  cosa 0 —
0 0 cos

1. On peut aussi utiliser la méthode par susbstitution. Toutefois, il est conseillé d’utiliser la méthode de Cramer

de par son caractere systématique.



sina

‘ 0 0. o
—(—muwsina) | cosa e 0
—muwsina  cosa 0

mw

2

= cos’a +sina =1
et
¢ 0 0 —S,fﬁ
sina
(o COSQ ‘ e 0
p1 —mwsina cosa 0
p2 0 0 coso sina
Q1 = = q1CoSQ — Py
A mw
et
cosa g 0 aa
sina
0 Q@ .. 0
0 p1 cosa O
—mwsina py 0 COS( sinq
Q2 = = (2c08Q — P
A mw
et
cosa 0 s
0 CosQ q 0
0 —mwsina p; 0
—mwsina 0 Pa  COSQ .
P = = gomuwsina + pcosa
A
et enfin
cosa 0 0 ¢
sina
0 cosq ‘ el
0 —mwsina  cosa  pp
—mwsina () 0 D2 .
P, = A = gy mwsina + pacosa

La matrice jacobienne est ainsi obtenue comme suit

COSx 0 0 _ —S%‘j‘ cosae 0 0 mwsino
M o= 0 cosoz‘ —== 0 oty — 0 Cozflya mwsina ()
0 mwsina cosa 0 0 —So cosa 0
mwsina 0 0 coso —S:n% 0 0 cosq
Comme
0 0O 1 0 0 mwsina  cosa 0
0 0 01 mwsina 0 0 Ccos
7= =1 0 00| =M= —cosa 0 0 s
0 -1 0 0 0 —CosQ % 0

On vérifiera que M JM = J et par conséquence M est symplectique. Cette question peut étre
résolue de maniére simple en démontrant que si M est symplectique *M [’est aussi. Comme
on peut déduire l'expression de M directement des données du probléme, puisque nous avons
les expressions de (q;, p;).



2. Puisque la fonction génératrice est de type 2 alors
0Fy(qr, P) @ _ P sina

1 = =
@ 0P, COSQy 1MW COSQ
P PP sina
—= Fy(qr, Pr) = e +91(q1, 92, P») + K(=0)
COSx MW COSQ
0Fy(qr, Pr) P, sina n og Qs = g2 P, sina
0P N mwcosae  OPy 27 cosar mw cosa
I q2 G2 P
—_— = == G2, Py) = + ,q2).
9P, - 91(q1, 2, P») o 92(q1, q2)
q P PP sina g P
— (1, ¢, P, P) = L2l 2 + g2(q1, q2)
COS(Y MW COSQL  COSKY
De meéme
OF: P, 0 i
P = —2_ L + 992 = —muwsina | gacosa — plw + Pjcosa
oq cosav  Oqq mw
0 sino 1
== 992 _ —muwsina (QQCOSO{ — pl—) + P, (cosa — )
oq mw cosa
. sina 1
= gy = |—mwsina | gecosa —p1—— | + P | cosa — —— || ¢1 + 93(q2)
mw cosw
d’ou
P. P, P sino . sino
F(q1,q0, P, Py) = ©f2 1172 + [—mwsma (cpcosa —pl—) + Plcosa} ¢+ 93(q2).
COS(X MW COSQ mw
Et finalement
8F2 P2 . 693
Py = — = — mwsinacosaq, + =
Jqs  cosa g2
. sino
= —rmuwsino (qlcosoz — Po ) + Pycosa
mw
%) 1
99 _ P, (cosa — ) +pgsin2a
0qs cosa

1 )
—= 93(2) = Page <COSOé - @) + pagosin®

P, P; sina ) .
= I5(q1,q2, P1, P2) = (P + g2 ) cosa — — — mwsinacosaqigs + (prg1 + page) sin’a.
mw Ccosa
3. Nous avons
pl = mPw?Qisin’a + Plcos’a — 2mwsinacosaQy Py
pr = miw?@Qisin’a + PZcos’a — 2mwsinacosa@ Py
i P mw? 2 2 1 2 2 2
= 5 + om — 9 sin‘or (QF + Q3) + g8 (Pf + P3) — wsinacosar (Q1 Py + Q2 Py)
et
2
¢ = Q%*cos’a+ 22 2sinZoz + — @1 Pycosasina
m2w mw
2
@ = Q3cos’a+ 21 2sinZoz + — Q2 Picosasina
m2w mw
w? oy, mw? 2 L.y 2 2 .
= (G +@) = i (QF+Q3) + oS (P + P5) + weosasina (Q1 Py + Qo Py)
ainsi
1 mw?
H = o= (P4 P)+—— (QT+ Q).



