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Classification des contraintes

Corrigé 1

Considérons les systemes, illustrés dans les figures ci-contre,
constitués par
— Systeme 1 : une masse ponctuelle glissant sur la sur-
face intérieure d'un paraboloide de révolution ;
— Systeme 2 : un point matériel astreint a se déplacer
sur une trajectoire elliptique.

— Systeme 1
i C’est un point matériel et donc le nombre de mouvements possibles est 3 qui peuvent étre

paramétrés en raison de la symétrie du systeme par les coordonnées cylindriques. Ce qui
donne pour les parametres de configuration (p, 6, z).

ii M est astreint a se déplacer sur la face intérieure du paraboloide et par conséquent ses
coordonnées doivent vérifier 'équation d’un paraboloide, z = a(z* + y?), qui est donnée
en coordonnées cylindrique par z = ap?. Comme c’est une équation reliant seulement les
coordonnées ce qui implique que la liaison correspondante est holonome. De plus, comme
cette derniere ne dépend pas du temps, elle est donc scléronome.

iili M est soumis a une seule contrainte, le nombre de ddl est alors d =3 — 1 = 2.

iv Le choix le plus approprié de coordonnées généralisées est dans ce cas est deux coordonnées
indépendantes et donc (p, ) ou (0, z).
— Systeme 2
i Le systeme est un point matériel et le mouvement est plan ce qui implique que le nombre

de mouvements possibles est 2. Comme le mouvement a lieu dans le plan (zOy), on prend
ainsi pour les parametres de configuration les coordonnées cartésiennes de M (z,y).

ii M est astreint a se déplacer le long d’une ellipse ce qui contraint ses coordonnées a vérifier
I'équation d'une ellipse x2/a® + y?/b> — 1 = 0 ol a et b sont les demi-axes de Dellipse.
L’équation précédente relie les coordonnées et ne dépend pas du temps ce qui implique que
la liaison est holonome et scléronome.

iili M est soumis a une seule contrainte, en plus du mouvement plan, et donc le nombre de ddl
estd=2—-1=1.

iv La coordonnée généralisée a choisir dans ce cas est x ou y.

Corrigé 2 : Deux boules ponctuelles liées par un fil

On considere un systeme formé par deux boules ponctuelles, de masses respectives my et mo,
liées par un fil inextensible de longueur [. Les deux boules glissent sans frottement sur deux plans



inclinés d’angles respectivement 6; et 0y par rapport a la verticale et pouvant basculer autour de leur
charniere commune, supposée parfaite, voir la figure ci-contre. Soit R(O, xyz) un repere galiléen. On
pose l =1y + 1y ou Omy = i, et Omy = roWo et W, est le vecteur unitaire de Om.

1. le systeme est composé de deux points matériels et le mouvement a lieu dans le plan (yOz) ce
qui laisse pour chacun des points matériels deux mouvements possibles. Aussi, les parametres
de configuration sont donnés par les coordonnées polaires de chacune des masses (ry, 61,72, 05)
On peut prendre aussi les coordonnées cartésiennes des deux points matériels.

Les masses sont reliées par un fil inextensible et donc chacune d’elle est soumise a la tension du
fil. Cette contrainte peut s’exprimer par r; + 79 = [. C’est une liaison holonome et scléronome.

Le nombre de degrés de liberté est ainsi égal a d = 4 — 1 = 3. Les coordonnées généralisées
que 'on peut adopter sont (71, 6y, 6s).

2. Les positions des deux masses sont reperées comme mentionné ci-dessus par O—mi = riu; et
O—mg> = (I —ry)uy . Comme la charniere est figée, alors du; = 0. Ce qui donne pour les vitesses
V2(my/R) = 7} et V(my/R) = 7%. Aussi I'énergie cinétique du systeme formé par les deux
masses est donnée par

1 .5
T = 5 (my + mg) 7.

Notons par m;g, T, et R; respectivement le poids, la tension du fil et la réaction normale
appliquées a la masse m;, avec i = 1, 2. Soit dOm; = dr;u; 4+ r;du; le déplacement élementaire
(réel) de la masse m;. Le travail élementaire engendré est donné par

ow

<m1§+ fl + ﬁl) : dOm1 + <m2§+ fQ + ﬁg) : dOmQ
= (magcosty; — T1) dry + (magcosboy — Ts) dre

(mycosbyy — mocosbtys) gdry — (Th — Ty) dry

ou dry + dry = 0. Comme le fil est inextensible et la charniere est parfaite alors 77 = T5, ce
qui donne

dV = =W = —(mycosby — macosbyy) gdry = V = — (mycosbtly; — macosbys) gri + C'st.



Corrigé 3 : Disque soudé a une tige sans masse

L’espace est rapporté a un referent1el gahleen Ro(O, zyz)
munis d’une base orthonormée (zo, ]0, ko) k;o étant un vecteur
vertical ascendant. Soit (X) un systeme constitué par :

— Un disque (D) de centre A, de rayon R et de masse
m;

— Une tige (OA) sans masse de longueur [ dont 'ex-
trémité O est 'origine du repere Ry et 'extrémité A
est soudée au centre du disque (D). La tige (OA) est
perpendiculaire au plan du disque, voir la figure ci-
contre. ., o

Soit R(O, x1y121) un repere en rotation autour de ko avec une vitesse angulaire 1ky. R est munis

de la base orthonormée (Z, f, k= /;0). Le vecteur 7 est porté par la projection de (ﬂ sur le plan

/\

(200yo). On désigne par i le vecteur unitaire porté par (OA). Soient 0 'angle (ko, @), ¥ I'angle (7o, 1)
et ¢ l'angle repérant la rotation propre du systéme (3) autour de (OA).

1. i Comme la tige est sans masse et la liaison en O est une liaison rotule!, alors les mouvements
possibles de (3J) sont au nombre de 4, 3 translations de A et la rotation propre du disque.
Les parametres de configurations sont (24,44, 24, ) oU (T4, Y4, z4) sont les coordonnées
cartésiennes de A2

ii La liaison en A est complete (aucun degré de liberté du disque par rapport a la tige), la
contrainte imposée par cette liaison est

Wl A =L

C’est une équation reliant les coordonnées et ne dépendant pas du temps ce qui implique
que la liaison est holonome et scleronome.

iii Le nombre de ddl est d =4 — 1 = 3. Les coordonnées généralisées peuvent étre identifiésa
(xa,ya, ). ou bien les trois angles (0,1, ).

On peut aussi présenter la solution comme suit. Le systeme est un solide il a six degrés de

liberté, 3 translations et trois rotations. Nous les repérons par les coordonnées du centre

de masse et les trois angles d’Euler, (74, y4, 24, %, 0, ¢). Comme

xa = lIsinfcosy
ya = Isinfsiny
zqa = lcosH

Ce qui fait que la donnée des deux angles identifie les coordonnées de A et donc le mouve-
ment du systeme peut étre décrit par les trois angles.

2. Le plan (z90%) est matérialisé ce qui implique que 6 est constant et que 6 = 0y = atan(R/1).
On rappelle que

U = cosbty EO + sineof
i = coswfo + sinwjo
di -
— = VUJ
d i . —
au = sinfyj.

1. 3 degrés de liberté de rotation.
2. On peut utiliser aussi les coordonnées sphériques de A.



a- Soit I le point de contact du disque avec le plan (z¢Ovyp). Nous avons O_[> = Li avec
L =+R?+1? ce qui donne Al = Of — OA = Li — Ia.

La vitesse de A est égale a

dOA

dt Ir

= Talo + Yajo
0

V(A/Ro) =

ce qui donne pour la vitesse de I
V(I € (D)/Ry) = V(A/Ro)+ G((D)/Ro) A AL

= Galo Ao + (wzo n @z) A (LZ— m)

= Galy+Gado + [L (<pcos90 n zb) - lz/}sineo} j

- (m _ [L (cpcosé’o + ¢) — wsmeo} simz)) 7+
+ (yA n [L <gbcos€o + ¢>) _ z¢sin90] cos¢) 7

- (:'cA .y <gbcos€o + 1&) sing — M) T+
(i1 (oot + ) comi— 51)

_ (gbcos@o + ¢> (—simpfo + coswjo>

_ (gbcos@o + 1/1) 7.

Nous avons roulement sans glissement si V(I € (D)/Ro) = V(I € (x,0yp), or cette
derniére est nulle et donc V(I € (D)/Ry) = 0. Ce qui donne finalement

¢cosby +1) = 0.

Comme les contraintes mettent en jeu les vitesses angulaires et est intégrable, les liaisons
correspondantes sont semi-holonomes.
Si ce sont les angles qui sont pris comme coordonnées généralisées, alors

V(A/Ry) = Ijsinfyf
et la vitesse du point I est donnée par
V(I € (D)/Ry) = V(A/Ro)+ D ((D)/Ro) A AT
— Lfsinfo] + (z/}/%'o + @ﬁ) A (LZ— m)
= [lz/}sinﬁo + L (gbcos@o + 1/1) — llbsinﬁo] j
_ [z/) + @coseo} i

et la condition de roulement sans glissement est U+ pcosty = 0. Comme I'équation relie
des vitesses angulaires et qu’elle est intégrable alors c’est une liaison semi-holonome.

b- Le contact entre le disque (D) et le plan (z7O%p) implique que z4 — lcosfy = 0, qui est une
liaison holonome scléronome.
En coordonnées angulaires, la condition de contact est traduite par la relation 8 = 6y =
atan% qui est une liaison holonome.

3. On peut déduire cette dernicre relation des conditions de roulement sans glissement précédente en remplagans
T4 = —Isinfpysiny et 4 = 1psinfycosi.



d- Notons par Ry (A, xays, 29) le repeére principal de (D) ou ce dernier est contenu dans le plan
(Azxays). Soit (’72,;2, EZ = u) la base liée a Rs.
L’énergie cinétique de (X) dans Ry est T'(X/Ro) = T((D)/Ro)+T (Tige/Ro) = T((D)/Ryo)
étant donnée que la tige est sans masse.
Pour calculer I'énergie cinétique, on utilise le theoreme de Koenig :

T((D)/Re) = SmVH(A/Ro) + 2 Q(D)/RoLAA(D)/Ry).

Rappelons que le terme de rotation est invariant et on l’exprime donc dans le repere
principal de (D) ou la matrice d’inertie du disque est donnée par

miE g
I, = [0 =B g
0 0 mR?

2

et I'expression du vecteur rotation est
QO = ko + ot
Or /;0 = cosbyt + sinb (coswé + singojg), ce qui donne

O = U [COSH()EQ + sinf <cosgmg + simpfgﬂ + @/;2.

= sinfycosyis + Psinfysing o + (1/1@0590 + @) ks

@/}sineocosgo
= Ysinfysing
peosto + ¢ /5, 5,k
L’énergie cinétique est ainsi égale a
1 .
T(D/Ro)] = §ml251n2901/)2 +
1 . . . meQ 0 . 0 1/}siné?ocos<p
—1—5 (wsineocosgo Ysinfgsing  pcosty + gb) 0 mf 0 sinfysing
o o mE teostlo + &

2
= g2 (P ) L B AL
= 3 [sm Oo1p <l + 1 > + 5 <cos€0¢ + gp) .
et en utilisant la relation de roulement sans glissement, nous obtenons
1 .2 2y w22, I
T[(D/Ry)] = g |sin Oocos“Bop” | 12 + Ve +
R? 9 2
— (—cos?fy + 1)” ¢?
+ 5 ( cos“by + ) ©

1 2 2
= §m¢2 {sinzﬁocos%o <l2 + RZ) + R?sin‘lﬁo]

1 . ‘ R?
= §mgbzsi1'1260 |:COS29()Z2 + R (1 + 005260)}

Quant a I’énergie potentielle, elle est nulle étant donnée que la réaction en I ne travaille
pas, absence de frottement, et le poids en A ne travaille pas non plus car ce dernier est
perpendiculaire au déplacement de A.



Corrigé de I’exercice 4

Considérons un double pendule constitué d’'un point matériel M;, de masse mq, lié par un fil
inextensible de longueur /; a une position fixe O. Un deuxieme point matériel M, de masse mo est
lié par un fil inextensible de longueur [, a M, voir la figure ci-contre.

«Qy

1. Notons par R(O, zyz) le repere du laboratoire considéré galiléen, (Oz) étant I’axe vertical
descendant. Le mouvement du systéeme a lieu dans le plan (Ozy). Pour établir le nombre
de degrés de liberté, comme le systeme est formé de deux points matériels le nombre de
mouvement possibles est 6. Soient (z1,y1,21) et (x2,ys, 22) les coordonnées cartésiennes des
deux masses. Leurs expressions sont données par

;1 = ljcost, Ty = lycosl; + lscosbs
Yy = l1Si1'l091 Y2 = l1Si1'l091 —+ ZQSiHGQ
zZ1 = 0 29 = 0.

On releve que les 6 coordonnées sont bien définies par la donnée des angles 6; et de 65 ce qui
implique que le nombre de degrés de liberté est égal a 2.

Raisonnement qualitatif : Le systéme est composé de deux points matériels et donc le nombre
de mouvements possibles est 6 translations. Comme le mouvement est plan, les mouvements
possibles de chaque point matériel sont réduits a 2 translations. Comme les deuz points maté-
riels sont attachés par des fils inextensibles et donc le nombre de mouvements possibles pour
le systéme est réduit a 2. Aussi le nombre de degrés de liberté est égal a 2.

Les cordonnées généralisées bien adaptées sont 6; et 65.
2. Pour établir les vitesses, utilisons les bases polaires (u;, v, E), OM; = liuy et OMy = OM; +

— N N . .
M Ms = 11t + lotls. Aussli les vitesses sont

{ V(My/R) = 16,5 = V(M /R) = 1262

V(MQ/R) = 1191’171 + 1292172 — V2<M2/R) = l%@% + l%@% + ZleggléQCOS (91 — 92) .

L’expression de I’énergie cinétique est égale a

1 . 1 . . ..
T = 57711[%9% + 57712 l%@f + lge% + 2[1[29192(308 (91 — 92)]



Quant a I’énergie potentielle, les deux forces qui travaillent sont les poids m;g et mog, ce qui
donne

dV = —mlgci—M>—m2§cl—A/[2>
= —llmng' Cm — TTlggZ (llm + lg(@)
= —llmlgdﬁlf- 171 — Mag (lld91Z ’171 + l2d92; 172)

= lymygsing;dy + mag (Isind1db, + lysinfydb,)
=V = —gllhicosti(my + my) + malscosty] + K(=0).

Quant a 'expression du lagrangien du systeme, nous avons

L =T-V
1 : 1 . . .
= 57711[%9% + 57712 l%@f + lg@g + 2[1[29192(308 (91 - 92)] +

+g [lycosb (my + mg) + malacosts] .

3. Nous avons

L .
37 = —mglllgelegsin(ﬁl — 02) — gll (m1 + mg)sinel
1
oL y .
67 = (m1 + m2)ll«91 + m211l292cos(«91 — 92)
1
oL . L
07 = —m2gl251n92 —+ m2l1l29192S1n(91 — 92),
2
L . .
a—. = mglgeg + m2l1l291005(01 — 02),
00,

Ce qui donne également,

d OL -
——— = (mq +me) 20, +
dt 06, ( 1 2) 11

+m2l1l2 (éQCOS(el — 02) — 92 (91 — 02) sin (91 — 02))

= (m1 + mg) l%é’l + mglllgéQCOS(el — 02) +
+m2l1129§sin(91 — 92) — mQleggléQSin<91 — 92)

et

d OL . N .o .
- = mglgeg + m2l1l291005(91 — 02) — m2l1l26’1 (01 - 92)sin(91 - 02)
dt 9o,

= mglgég + mglllgélCOS(el — 92) — m2l1l29%81n(01 — 92) + mglllgélégsin(ﬁl — 02)

ce qui donne pour les équations de Lagrange

(0L _dOL  — gl (my + my)sinby — (my + my)20,—

001 dt 96, . 5
—m2l1l29200§.(91 — 92)+ 77@[1[29%8111(91 — 92)
— (m1 + mg)llel + m2l292008(91 - 02) - m2l20§sin(91 - 02) = —g(m1 + mg)sinel =0

3—91; — %88—.91; = —mggl%sinﬁg + mg.?1l26"1égsin(01 — 92)— ‘ o
—m2?§92 — mg.l'llgel(EOS(el - 92) + 771‘2[1129%8111091 — 92) — m2l1l291925in(91 — 92) =
\ — m2l292 + m2l191005(01 - 02) - mgllefsin(el — 02) = —mggsineg



4. On prend m; = my = m et l; = [, = [, autour de la position 6; = 0y = 0, les équations de
Lagrange deviennent

th+6 = —40,

{ 91+%92 = -6
]



