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Hamiltonien d’un systéme

Construction de I’hamiltonien

Hamiltonien d’un systéme

Introduction

L’approche utilisée dans le formalisme de Hamilton consiste a décrire un
systéme ayant d degrés de liberté par les coordonnées généralisées ¢, et
leurs moment conjugués p; au lieu des vitesses généralisées .

Aussi, la description du systéme ne se fait plus dans I'espace des
configurations mais plutét dans un espace abstrait a 2d dimensions appelé
I'espace des phases.

— il est nécessaire de définir une nouvelle fonctionnelle qui décrit
la dynamique du systéme et qui obeillit a de nouvelles équations :
Les équations canoniques de Hamilton.
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Hamiltonien d’un systéme

Construction de I’hamiltonien

Hamiltonien d’un systéme

Construction de I’hamiltonien

Dans le formalisme du lagrangien, un systéme ayant n degrés de liberté :
— le systéme est décrit par L(q, gk, t) =T — V : n équations différentielles
du 2"? ordre. L’état du systéme dépend des conditions initiales ¢;(0) et

x(0).

Le formalisme de Hamilton : le systéme est décrit a I'aide des variables
(gk,pr) — Cherchons une fonction g(gx, pr,t) remplissant cette tache, ¢ et
pr sont indépendantes.

La construction de la fonctionnelle de Hamilton peut se faire de plusieurs
maniéres :

— Méthode directe;
— Tranformation de Legendre;
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Hamiltonien d’un systéme

Construction de I’hamiltonien

Hamiltonien d’un systéme
Approche directe

Il suffit de chercher une fonction h(gy, §i, pr,t) comme suit

9(ar,pr,t) = L(qk,qx,t) + h(ar, 4x, Pk, t)
—> Déterminer I'expression de h(qx, G, Pk, t)-

dg dg dg
dg = Z(aqd”a dpk> + o dt

k
oL oL OL
= % (gqu + 8—qu> + Edt—’—

oh oh oh Ooh
+; (gd(jk + d ko + d dpk) adt

e S [(Z 4 Btk (2 anr B
. o O o Oqr gy i Opy, P
Y (LU P

ot ot
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Hamiltonien d’un systéme
Construction de I’hamiltonien

Hamiltonien d’un systéme
Approche directe
En identifiant terme a terme les deux membres de I'égalité précédente on

en prenant une solution triviale pour

obtient
1(qr, pr,t) = 0,
TR f1(aqk; pr,t)
dqr — Oqi 9qx.
O9 _ 9h dg J
N opr Ik
SO0 .
a_%+a_%*0 ﬁg:—Eka:pk—FfZ(Qkat)
99 _ 9L 4 oh
ot — ot T ot -
99 _ 9fs _ 9L Oh
, . Oh o o Oqr, — Oqy ~ Ogy 9qx.
On déduit Dd = pr et — fo=Let
h(ak, 4k, P, t) = — : f1(ak, P, [t). = j
(dk, 4k, Pk, t) 2k Gk Pk + fi(ak, Pici[t) g=— Zk: qrkpk + L
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Hamiltonien d’un systéme

Construction de I’hamiltonien

Hamiltonien d’un systéme

Transformation de Legendre

Réecrire les d équations du second ordre de Lagrange — 2d équations de
premier ordre étant données que celles-ci doivent étre exprimées en
fonction de p; et de ¢.

A partir de
oL oL il suffit de trouver une fonctionnelle
. _ _ . a
Pk = Tio6 ~ oan g(qk,pk;t) telle que ¢, = Wi-'
pr = gTLk' <= Tranformation de Legendre

On cherche a transformer ¢ en p tel que ¢ = g—g : illustrer avec une

variable :

| L(q,4) <= f(@), 4 <@, p 2

et on cherche

H(q,p) <= F(2) = g(q,p) telle que
G=0H/0p <= x=dF/dz
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Hamiltonien d’un systéme

Construction de I’hamiltonien

Hamiltonien d’un systéme

Transformation de Legendre : Cas d’une seule variable

Nous avons

z) = =z
(2) = 24'(2).

En partant de I'équation précédente et intégrant les deux membres, on
obtient

k.l
—~
Q
~ —

LU = 3] - (2
— diz [29(2) — f(g(2))] = g(2)= C;_Z
= F(2) = z9(z)— f(9(2))
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Hamiltonien d’un systéme

Construction de I’hamiltonien

Hamiltonien d’un systéme

Transformation de Legendre : Cas d’une seule variable

Définition
La transformée de Legendre F'(z) de la fonction f(x) est définie par

F(z) = 29(2)— f(g(2)) avec g=f"".

Une condition pour que f'~! existe est que d*f/dxz> # 0.

Exemple

Soit f(z) = m% alors f'(z) = mz = z = x = g(z) = =. Aussi, la
transformée de Legendre F'(z) est donnée par

_m(i)lizz
2 \m/ — 2m” "
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Hamiltonien d’un systéme

Construction de I’hamiltonien

Hamiltonien d’un systéme

Transformation de Legendre : Cas de plusieurs variables

Dans le cas d’une fonction a plusieurs variables, f(z1, - - ,Zm;y1, - ,yn). On pose
dans ce cas
of

8:@
et on les inverse comme suit z; = gi(21, -+, 2Zm; Y1, - ,yn) a condition que le

Zi ('/L‘la"' y Tmiy YLy« 7y") :azf(l'l, s Tmiy YL, ,yn)

# 0. La transformée de Legendre.dans ce cas est donnée par

F(z1, 5 2m3 Y1, " »Yn) = Z:Ckzk - f-

k=1
Vérifions que F(z1, -+ ,2m; Y1, ,yn) satisfait bien les propriétés attendues. Nous
avons

P Q 8% f
déterminant B,01;

Agr, = Agr,
o = kS (en ) gaten ) )

OF -
(9_21‘ = x;+ Z 2k N
k=1
= Xi.
Alors la tranformée de Legendre du Lagrangien par rapport a ¢, est alors
H(ge,pist) = > prde — L(gk, dist)
k=1
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Hamiltonien d’un systéme

Construction de I’hamiltonien

Hamiltonien d’un systéme

Définition
La fonctionnnelle de Hamilton est définie par

H(gk,prit) = D prde—L
k

appelée le hamiltonien du systéme.

Remarque :
le potentiel ne dépend pas des vitesses et I'énergie cinétique ne dépend que de du

carré de la vitesse, alors
d 4 o7
H(gi,pist) = D prde — L(g, Pri ) ZB_ k — L(dk, Pr3 t)
Or, en utilisant le théoréme d’Euler (Voir le polycopié du cours) on obtient
H(qx,pr;t) = 2T—L=T+V
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A partir du principe variationnel
Notations compactes
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Equations canoniques de Hamilton Définition
A partir du principe variationnel
Notations compactes

Equations canoniques de Hamilton
Définition

Définition

Les équations canoniques de Hamilton sont définies par

X oOH ot o OH
dc = S P = —5—
Opk gk,

e La dynamique du systéme est régie maintenant par 2n équations différentielles
de premier ordre

Démarche a suivre

Calculer T', V et déduire L;
e Calculer les py ;

Calculer H =3, gp, — L;
e Résoudre les 2n ;
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Equations canoniques de Hamilton Définition
A partir du principe variationnel
Notations compactes

Equations canoniques de Hamilton

A partir du principe variationnel

A partir du principe de moindre action, nous avons

/Ldt: /(pqu — H)dt

On prend le cas d’un systéme a 1 degré de liberté, I'accroissement de I'action di au
chemin varié est

6S = 5/(pqu—H)dt

. d oOH oH
/ (qk5pk +pka5% 8—5 e — 8—5;%)

. OH OH
/ Gk — =— | Op — (P + =— | Oqi | dt + [pk5Qk]
Opk Iq:

comme 6qi (1) = dqr(2) ; pr et qk sont indépendantes et arbitraires, alors §.5 est nulle si
(j 8% =0 — Qk = apg
pk+3q1c_0 = Pk = Bqx,

ce qui donne les équations canoniques.
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Equations canoniques de Hamilton Définition
A partir du principe variationnel
Notations compactes

Notations compactes

Les équations canoniques sont symétriques pour p; et g, au signe prés —> une
notation compacte :

Vecteur colonne 2d

4% = ¢ pour i=1,---.,d
Tita = pi pour i=1---.d

On peut ainsi écrire les équations canoniques sous la forme

4o OH (D) M (O e
dt ox

oz i:axi —laxa Qaxa

ou ;x4 est la matrice unité d x d et Q44 est la matrice zéro d x d.

) Remarques

On vérifie bien les propriétés suivantes :

o J2 = —lagxaq;
e J est antisymétrique, *J = —J;
ot =Jg"1,
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Equations canoniques de Hamilton Définition
A partir du principe variationnel
Notations compactes

Portrait de phase : Etude d’un pendule simple

Hamiltonien

Le systéme a un degré de liberté. La coordonnée généralisée est ¢ = 6.

Nous utilisons les coordonnées polaires.
Nous avons déja établi le hamiltonien d’un pendule simple :

|

4

H = ép - L= %mlgé2 — mglcosh = % — Iw?cosq.

avec I = ml? le moment d’inertie de M, w? la pulsation propre.
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Equations canoniques de Hamilton Définition
A partir du principe variationnel
Notations compactes

Portrait de phase : Etude d’un pendule simple

Portrait de phase

Comme indiqué dans le paragraphe précédent, nous étudions le
mouvement du systéme dans I'espace de phase (p, ¢) et donc étudier
I’évolution de p en fonction de q.

H ne dépend pas explicitement du temps, =— H = Cte = F. On utilisera
FE comme paramétre.

On exprime p en fonction de ¢

E
p = +wlV2 cosq + —=-
w31

sachant que —1 < cosq < 1 et la racine carée doit étre définie, on étudie les
différents cas possibles.
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Equations canoniques de Hamilton Définition
A partir du principe variationnel
Notations compactes

Portrait de phase : Etude d’un pendule simple

Portrait de phase

Nous distinguons trois cas de figures en fonction de la valeur de I'énergie
de M :
e 0 < F < Iu?

p est défini si cosq < — = q €] — arccos(i) arccos(i)[

— Jw? Tw2” Tw?

q est bornée — oscillations : mouvement de libration.
p =0 : points tournants, (les points ot le pendule change de sens
d’oscillations.)
o E > Iu?
p est toujours défini V la valeur de ¢. Toutefois, p reste borné—- un
mouvement de rotation ou de circulation.

o £ = Iuw?
Cas limite séparant les régimes de libration et de circulation. La courbe
associée s’appelle la séparatrice.
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Equations canoniques de Hamilton Définition
A partir du principe variationnel
Notations compactes

Portrait de phase : Etude d’un pendule simple

Etude aux voisinages des points d’équilibre

Points d’équilibre :

d
Viq) —Iw*cosq = M = Jw?sing
dq
et
av
—d((]q) = 0=sng=0=—=q¢=¢ =0,7

calculons la dérivée seconde

a2V LV ) > 0
— Tw?cosq = dg
dq? { 4 (m) <0

Posons x = ¢ — ¢. et faisons un développement limité aux voisinages de ¢. :
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Equations canoniques de Hamilton Définition
A partir du principe variationnel
Notations compactes

Portrait de phase : Etude d’un pendule simple

Etude aux voisinages des points d’équilibres

2 9 12
Vi) = IWQ%:>H:T+V:%+%I2:E

C’est I'équation d’une ellipse. Le point ¢. = 0 est dit un point elliptique.

Si ¢ —» @ = VIwz, le Lagrangien devient

1 1 1 . 1
L = ZIi?— 2w’ = —Q% — —w@?
Rl —glwiat =500~ 5we
ce qui nous donne pour le moment conjugué
oL ¢ 1
P = @ZgﬁH:?u(PQ—FQQ):EﬁéqU. d’un cercle.
0 oOH
g o= 2P e p=—T i =0
p T ox

x(t) = xocos (wt + ¢o), o et @

Mohamed EL KACIMI Chapitre | : Formalisme de Lagrange

20/43



Equations canoniques de Hamilton Définition
A partir du principe variationnel
Notations compactes

Portrait de phase : Etude d’un pendule simple

Etude aux voisinages des points d’équilibre

———1x" = E= d (P2 - QQ) éq. d’une hyperbole
Qe = =7 2.Iles pgints hyperboliqaes. Les axes de I'hyperbole sont les
séparatrices, p = +1x.
Les équations de Hamilton donnent la solution x(t) = xge“".

B e 0 < E < Iw? : régime de libration (courbes
rouges). g est bornée. Aux voisinages de ¢ =
2k, les trajectoires sont fermées. ;

e E = Iw? : la séparatrice entre les deux

régimes (courbe en bleu); Aux voisinages de

q = (2k + 1)m,les courbes sont des hyperboles.

T T T e E > Iw® régime de circulation (courbes

vertes) ; p est bornée.
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3. Théorie de Hamilton-Jacobi

Mohamed EL KACIMI Chapitre | : Formalisme de Lagrange 22/43



Théorie de Hamilton-Jacobi

Théorie de Hamilton-Jacobi

Introduction

Le formalisme de Lagrange permet de déterminer la dynamique d’un
systéeme a n degrés de liberté par le biais de 2n équations différentielles de
second ordre.

Le formalisme de Hamilton décrit la dynamique d’un systéme a d degrés de
liberté,par 2n équations différentielles de premier ordre. L’état du systéme
a un instant ¢ est décrit dans I'espace de phases par un point (p, q)

Considérons deux états du systéme dans |'espace de phases. On peut
évoluer de I'un a l'autre soit par I'intermédiaire des équations
differentielles, soit en trouvant une transformation dans I'espace de phases
qui fait passer du premier état au deuxiéme.
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Théorie de Hamilton-Jacobi

Théorie de Hamilton-Jacobi

Tranfomations canoniques et fonctions génératrices

Tranformation ponctuelle : C’est une tranformation de la forme
ax — Qr = Qr(gi,1).
Exemple : Passage d’un systéme de coordonnées a un autre.

Tranformation de contact :

Définition
Une tranformation de contact est une transformation dans |'espace

de phases qui peut s’écrire sous la forme
qx — Qr = Qk(gi, pi,t) et px — Py = Pr(qi,pist)

Elle est canonique si (Qy, Py) vérifient

Q _ OH'
k - 8}% ,
5 _ __0OH
Pe = IQr,

ou H' = H'(Qy, Pk, t) le nouveau hamiltonien du systéme.
24/43
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Théorie de Hamilton-Jacobi

Théorie de Hamilton-Jacobi

Tranfomations canoniques et fonctions génératrices

H' est le hamiltonien du systéme exprimé avec (Qy, P;). Le principe de
moindre action permet d’écrire

= 5/Ldt:5/(kak—H)dtzé/(Pka—H’)dt:0

Définition
Une transformation canonique est une transformation de contact
définie dans I'’espace de phases et qui satisfait la condition

H =H+» (PuQk — prdr) +
[

dt

G est la fonction génératrice de la transformation_canonique.
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Théorie de Hamilton-Jacobi

Théorie de Hamilton-Jacobi

Fonctions génératrices : Systéme a 1 degré de liberté

Nous étudions le cas d’un systéme a un degré de liberté. Quatre classes de
fonctions génératrices se présentent.

Gi(g,Q,1) : En utlllsant}IIe: de_ﬂmt;n—’,_ r;;);gs_avo'ni oG, . 8G1Q N oG,
N P8 10 < T ot
0G4 0G4

. oG, .
i+ (e —2) i+ (g P) @

g G, (% 96,
= (H'~H - —7)dt = 3 p)dg+ 8Q+P dQ

HI

Ce qui donne

G1(q,Q,t) et ces deux derniéres équations déterminent complétement la
dynamique du systéme avec les nouvelles variables. Si G (¢, Q) ne dépend
pas explicitement du temps, alors H' = H.
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Théorie de Hamilton-Jacobi

Théorie de Hamilton-Jacobi

Fonctions génératrices : Systéme a 1 degré de liberté

G2(q, P,t) : On procéde de la méme facon :

8G2 (9G2 aGQ
o Y2 _ g2 g2
(H' - H o )dt ( 94 p) dg + PdQ + 5P dP

pour substituer dQ), il suffit d’ajouter une dérivée totale par rapport au
temps —%(PQ), qui n’altére pas la dynamique :

oG G

Ce qui donne
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Théorie de Hamilton-Jacobi

Théorie de Hamilton-Jacobi

Exemples de tranformations

Identité : F'(¢,P) =), quPr

La transformation appartient a la deuxiéme catégorie G5, d’ou :

_  OF _
P = Oan Pk
Q _ oF __
k= 3P, — qdk

comme I’ ne dépend pas explicitement du temps H' = H.

On note que les nouvelles variables sont identiques aux anciennes.

Fonction inverseuse : F(q,Q) = >, ¢xQx

La tranformation est de type G, alors

P = aaqk Qk
P, = —a5; =%
On note que les deux variables jouent le méme réle.
comme I’ ne dépend pas explicitement du temps H' = H.
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Théorie de Hamilton-Jacobi

Théorie de Hamilton-Jacobi

Application : Oscillateur harmonique 1D

Nous avons déja établi que 7' = 1/2m¢? et V(q) = kq*. On pose w? = k/m,
ce qui donne

L = T—Vz%(f—i——qu
p = 0L/0¢ = mq, ce qui donne pour le hamiltonien

2 2 . _ OH _ p
p mw- o 9 = 3 Tm
H = — t .
2m i 2 7 ¢ { D = %—p == —mw?
Considérons la fonction F(q,Q,t) = 1/2mq*wcot Q : € G1(q,Q,t) , d’on
OF cotQ et P oF mwq?
= — = MW = —_—— =
P dq 4 0Q  2sin’Q

et a partir de ces deux expressions, on déduit

/2P
q = —sin@) et p= vV2mwPcos@
mw
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Théorie de Hamilton-Jacobi

Théorie de Hamilton-Jacobi

Application : Oscillateur harmonique 1D

Notons que F ne dépend pas du temps alors H' = H et
H' = wPcos’Q + wPsin’Q = wP.

Q est cyclique = P = 0 —> P est une intégrale premiére que I'on peut
prendre égale a P = F/w, ce qui donne

oH'
orP

Q=uwt+¢dp=q= \/nifzsin(wt—i—(b).

On note que () a la dimension d’un angle et P celle d’une action.

O =

w

ce qui implique
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4. Matrices symplectiques et Transformations canoniques
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Matrices symplectiques et Transformations canoniques

Matrices symplectiques et Transformations
canoniques

Matrice symplectique

Définition
Considérons une matrice M 2d x 2d. M est dite une matrice sym-
plectique si
tMIM = J

ou ‘M est la matrice transposée de M et J est la matrice définie

par
J— ( Oaxa  laxa )
—lixa Qaqxa
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Matrices symplectiques et Transformations canoniques

Strctures symplectiques

Matrice jacobienne

Considérons une transformation canonique faisant correspondre les
variables (Q; et P, aux variables ¢, et p; telles que

Qr = Qrlar,prst) et Py = Pi(qr, pr;it).
On peut inverser les expressions précédentes et obtenir
@ = qe(Qr, Pr;t) et pi = pr(Qr, Pi;t).

On note 2 = (q1,- -+ ,qa; 1, ,pa) € ¥ = (Q1, -+ ,Qa; P1,--- , Pg). On
définit la matrice M par

Oyi

M =
8$j

qui s’appelle la matrice jacobienne de la transformation.
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Matrices symplectiques et Transformations canoniques

Strctures symplectiques

Matrice jacobienne

Les éléments de la matrice inverse M ~! sont donnés par

En effet, comme Z peut étre considéré comme une fonction de ¢, ¥ = Z(¥),

et vice versa, j comme une fonction de Z, § = 7(Z), alors z; (§(Z)) = z; et

8xi
= 5
81:]- e
= Oyy, Ox;j
d
= MiTcleJ
k=1
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Matrices symplectiques et Transformations canoniques

Transformations canoniques et strctures
symplectiques

Transformation canonique

gThéoréme

I Une transformation est canonique si sa matrice jacobienne est symplectique

Pour la démonstration, voir I'appendice C du polycopié du cours.

Exercice

Montrer que la transformation suivante est canonique

wq
Q = Arctg
14
mw o 1 2
P = —q P
2 2mw?
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Crochets de Poisson

Crochets de Poisson

Définition

Considérons deux fonctions définies f(qx,pk,t) et g(qx, pk,t) dans I'espace
de phases. On appelle par les crochets de Poisson entre les deux fonctions
I'expression suivante

_ df Og dg Of
{f,9} =2 (aqk Tor WW)
On constate que dans le cas particulier ou f = ¢, et g = pi, on a

) (8%‘ 9pi _ %%)
— \Oqi. Opr.  Oqi. Ipy,

= ) Subix = by

. k . . ,
et on obtient les crochets de Poisson entre les variables conjugués :

{qz',Pj}

‘ {gi,p;} =05 et {q,q} =0 et {p;p;} =0.
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Crochets de Poisson

Crochet de Poisson

Emergeance naturelle de I'espace de phases

Les crochets de Poisson apparaissent de maniére naturelle dans la
formulation de I'espace de phase. En effet, considérons

af of . of af
it Z( Lt BpP ’“>+at
En tenant compte des équations de Hamllton

dj of OH O0f oH 0
G _ o (200H _0p oy 0
dt Oqr Opr,.  Opy Oqi ot
ce qui donne en notation des corochets de Poisson

ar of
- = Hi+5;

Si f ne dépend pas explicitement du temps, Jf/0t = 0, pour qu’elle
soit une intégrale premiére il suffit que {f, H} = 0.
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Quelques propriétés

Nous présentons quelques propriétés

{f,c} = 0 (c est une constante)
{fi+f29} = {f,9}+{f29}
{fif29} = Fdf2 9t +{f1.9} /2
2{f.9} = {%—g,g} +{f. %}
{fia} = _8_z{,-
{fin} = 3L

On appelle par I'identité de Jacobi, I’expression suivante

{£ A9, 1} +1{h{f, 93} +{g.{h, [}} =0

d d d
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Crochets de Poisson et transformations canoniques

On opére sur le systéme une transformation canonique qui ¢ — Q. et
pr — Pi. Que deviennent les crochets de Poisson entre les nouvelles
variables ?

Théoréme
Les crochets de Poisson sont indépendants du jeu de variables
canoniques dans lequel ils sont exprimés, ainsi {f,9},, = {f,9}o.r

e Les propriétés citées précédement sont valables pour les nouvelles
variables (Q, P).

e Les crochets de Poisson peuvent étre utilisés pour vérifier le caractére
canonique d’une transformation.

Une transformation est canonique si les crochets de Poisson sont
invariants par rapport a cette transformation

{f,9}ap=1{f.9}a.P
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Symeétries et crochets de Poisson

Nous avons vu que le théoréeme de Noether permet de calculer les
constantes du mouvement a partir des symétries du lagrangien.

On cherche I'effet d’une symétrie sur une fonction g(qy, pr,t) définie dans
I'espace de phases.

Considérons une transformation infinitésimale
g — Qr=qr+0q et pp— Pp=py+opx

dont la fonction génératrice G qui se met pour une transformation
infinitésimale, autour de I'identité, sous la forme

GanPe) = Y anPe+eF
K

¢ — 0, paramétre de la transformation et F, appelé générateur infinitésimal
de la transformation de symétrie.
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Symeétries et crochets de Poisson

Nous avons ainsi

F
= — = P e — ot L= —— = (O + €e—— 2t HI =H
Pr Oqx K 63% ¢ O 0Py, i 63Pk ‘
ce qui donne pour les accroissements
OF oF OF
opk = Pr—pr=—€5— et dqpr=Qr—q=€55 ~eq—
Oqx 0P, Opx

dg 0g ) <8g OF Qg 8F>
= 99 sar+ 2 6pe ) = 9908 9908 _ i F
I Zk: (3% I Opy; Pk ezk: Oqr Opr  Opg Oqx €9, I}

Une grandeur g, définie sur I'espace des phases, est invariante par
rapport a une symétrie, de générateur infinitésimal F, si
{9,F} =0.
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Retour aux invariants

Translation dans le temps : ' = H
En appliquant les résultats précédents, nous avons

opr = —€3a. €Dk
dq,. = eg—m = €k

on voit bien que ¢ = dt et que le hamiltonien est bien le générateur
infinitésimal des translations dans le temps faisant évoluer le systéme d’un

instant ¢ a un instant ¢ + dt.

Translation dans I’espace dans la direction de ¢; : I'= P,
En appliquant les résultats précédents, nous avons

_ _ Opi _
A

— Pi .
6qk - eapk - 56%]@

on voit bien que ¢ = {¢; et que I'impulsion est le générateur infinitésimal
des translations selon ¢.
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