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Avantidintroduirelletprincipeldestitravauxivistielsien

statigliernolistallonsipasserenireviiletatidesilietixtat
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Demultiplication de la'charge par 2

A AV )

| P o[l X N|AR|l = || P,ll X ||Ah]
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SI Fon déplace le poids reposant sur le

plan incline d’une distance ' alors le
poids suspendu se deplace de maniere

lLa force active sur le plan incline est

_} °
F, =[Pl Xsina
lLa force active sur la charge suspendue

= _ % B, =P = I/l xsina
| Poll =sina x || P || “ - I
HF1H AV Hﬁzu X Ah, On generalise la relation des systeme
HFl” Xsma X Ahy = HFQH X Ah, de poulies en équilibre par

F, X Ahy =F_ X Ah,
2 2
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Reprenons l'exemple precedent,
[ F ol X Ah = [[F || X 2Ah
= || F Il X0zy = || F |l X (=02,)

— —

— '—HFQH‘ k:éZI:: _-1702. k{&‘é&b)

=

— F_-6F,+F, -6F,=0
| 2

07| = AhT
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néi-n-t-on

On définit par le travail virtuel le travail développ¢ par une force au cours d’un

e

déplacement virtuel OW* = F . 5r*
OF ™ estle deplacement virtuel du point d'application de la force.

=

Au cours d’un deplacement virtuel, les forces sont considéerées constantes.

St les forces auxquelles est soumis le systeme meécanique sont constantes, le
deplacement virtuel se confond avec le deplacement reel.

Consideérons un systeme mécanique en équilibre/soumis a 72 forces £* ; dont le'point d'application est soumis
au déplacement virtuel 57? :

La somme des travaux virtuels de toutes les forces appliquées 3 D ST D oM eSO

SW* = ) F .57 =0
=



| . | [ Y &
|| I
== = n :

Considerons un solide en equilibre

Principe des travaux virtuels

sur un plan incliné. Les frottements — —
o P-ort+ + + P, - or¥+
sont negligeables. 1 2

—|| P |[[67]] X sin a+

7, HIPNI57 =0

= (IPLl = Pl sina) 1571+

i
é e
N i
L S
\
f

— || P,]|| = || P || sina

1

Fz PFD de Newton

Ry L orf Pas de frottement F’l_l_ Ry + T1 0 — HT1|| — T — len Sin o
I T\l =Tl =T P,+ TZ_B’ = || Pl = H T, =

. . _Fil'inextensible
|67 = [|57%]| = |67+

MIOHAMED
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Considerons un levier en équilibre Principe des travaux virtuels

sous@uxforces: - - L . L .

— (IF\llay = I Fylla ) 3 = 0

a
— [ Fyllay = [[Fylla, =0

- / — |[Flla;09 — || F,lla09 =0

SWH(R y) = 0

Lorsque le travail des forces de contraintes est nul, on dit que | Filla; = || F5lla,
le deplacement virtuel est compatihble

Principe du levier

MOHAMED
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Reaction surle levier
Considerons un levier en equilibre
sous deux forces:

Principe des travaux virtuels

F| 67+ F,- 7% + R yor+ =0

TN — — —
_ = (<IF = IFl + IR ) 2 =0
"RN |

,4““”4""51—[\) : l

I Yoz
= | Ryl = [ F4f] + |[ 5]

3
)
3

SW#(R y) = Rydz
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Reaction surle levier
Considerons un levier en equilibre
sous deux forces:

Principe des travaux virtuels

F| 67+ F,- 7% + R yor+ =0

TN — — —
_ = (<IF = IFl + IR ) 2 =0
"RN |

,4““”4""51—[\) : l

I Yoz
= | Ryl = [ F4f] + |[ 5]

3
)
3

SW#(R y) = Rydz
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Definition™
“On appelle par liaison toute contrainte dont I'effet est de limiter Ies mouvements externes ou

Internes d’un systeme.
LLes liaisons s’expriment soit par soit par

_) p .
R, Réaction normale

/‘ y—ax—b=0

Concernant uniquement les positions

et eventuellement le temps ‘

[ — O
f(rl,'“,rp;t) :O |
5 | oy Tension du fil

Exemples:
emples v+ x> —L*=0

MOHAMED
El KAQLIM
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Concernant les vitesses et eventuellement Roulement sans glissement
Ies p03|t|0ns et Ie temps

i - , " “ t) " - ‘ V(I € S)= V(I € sol)
o S —e Ve soh =T

— — @ —
Ol =0C+ Cl1
7(1 €)= x?+ (—c‘p?) /\Rf

= (x+ R))i

VdeS) = Vd e sol)

MOHAMED

EL KAGIMI



néi-n-t-ﬂn

Une liaison est dite scleronome si Fequation de la contrainte ne depend pas explicitement du temps.
Dans Ie cas contraire, la liaison est dite rhéonome.

Considérons un systeme repere par p coordonnées (xl x)
’ >'Ynl °

R a—— e R s A —e

Lorsque Péquation de la liaison f<x19 L XS t) — () permet déliminer Pune des coordonnés
xi — 8 (xla °”9xi_19xi_|_19 ”°9xn) 1a hlaison est dite hﬂlﬂnﬁmﬂ.

Lorsque toutes les liaisons sont holonomes, 1e systéme est dit holonome.

MOHAMED
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—> |67, || = ||o7,]|

Double plan incliné

Déplacement virtuel §7* et sp*
2

MOHAMED

|

—

= Pysina||67F|| — Pysinay||67%]| = 0
—> (P1 sin —stinal) H(S?TH =0 = M;sina; = M,sina,



ASBhunesuieln:

Exemples
Liaison holonéme rhéonome

On aéliminé

l
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né'-“-t-un

L a liaison est dite non holonome silPequation de la contrainte

ne permet pas déliminer une coordonnée en fonction des
autres.

Exemple
. : : : Le mouvement du disgue est orienté par @ I’anele que fait Paxe du disque avec
Un disque vertical D quiroule sansglissement sur un plan | 9 par @ 'angle q 9

(OX) et Pangle P qui repere la rotation du disque autour de son axe.

7 | VieD) = VIO)+ICA D

Y = %i + }’{7+R?/\ (—@) (cos 9i — sin Hf)
= Xi + yf —R¢ (cos 9f+ sin 6’?)
= (x?— R sinH) i +<)’2?—Rgbcosé’>f
; Roulement sans glissement
) N\ ' — ViIeD)—VUIEsol)= 0
0O X—Rpsinod =0 dx — Rdgsinf = 0
MOHAMED = { — {
ELKACIM y—Rpcosf =0 dy — Rdp cos =0




Revenons sur quelgues notions

LIaIson: Modelise le comportement cinematique d'un systeme mecanigue

Degre deliherté  Un degré de liberté est Lun des mouvements indépendants
autorise par une!liaison

—> Jorseur cineématique : Chague parametre nonnulcorrespond a un degré de liberte

(\ Chaque parametre nul correspond a un degre de liaison (blocage)

Q(S/ %) } * Trois degreés de liberte de rotation

T (SIR) = {_,
A VS/if‘U/'

Pouiruneligison =—— Nombre de degres de liberte -+ Nombre de degrés deliaison = 6

Trois degres de liherteé de rotation

Ilya 12 liaisons usuelles.
Pasdejeu

On suppose que pour une laison en deux solides : Solides indéformahle

Suriace de contact non nulle
MOHAMED




Liaisons simples & T e Ttk

: MEeSHieiaISol

On considere des liaisons engendrées par le contact entre deux surfaces
parmi les formes géométriques usuelles : plan, cylindre et sphere

——> Sixcombinaisons

1. Plan/Plan (appui plan)

2 Translationtsiselon (OX) et (OY)
® 3 Degrés de liberté

| Rotationts) autour (O2)

® 5 Degrés de liberté 2 Translationis) selon (OX) et (OY)

3 Rotation(s)

\Y////

V\/\/\\x\\/\\\H H

' l ‘ . ‘ ‘ ‘ LJ,-ﬁL/(; (
\ ) — e ‘*
N /73% HEAR ]



Liaisons simples ‘-r~
3. Cylindre/Plan (linéaire rectiligne)

Z

NY o - 2 Translatienis)selon (OX) et (OY)
S neres e 2 Rotations)autowr (OY) €1 (0OZ)

4. Spheére/Cylindre (linéaire annulaire)

1 Translationts)selon (OY)
3 Rotation(s)

® 4 Degrés de liberté

\V///

M/H/H(H



s e s

hlvnesineldiaisol

Liaisons simples
4. Sphere/Sphere (Rotule)

Z 4

N

’\/‘/\‘\r\/\‘\t< ‘

/
TRA : \‘l | JEL (e Bl Sl
t URIVERSITE CARL AYAR



n ' 31 [
r ‘I‘I

1. Liaison Pivot : Pivet glissant dont on arréte la transiation

ZA

—T o ! Dogrédeliberté | Rotationautour (OY)
—

8. Liaison Glissiére : Privot glissant dont on arréte la rotation

® | Degré de liberté | transiationautowr (OY)

\Y////

V\/\/\\x\\/\\\H H

' M
\ l‘. \‘ ‘ L;zl‘f;r; ;L ;L
J'/’°% T CAR Al
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Revenons sue la notion de degres de liberte.

Considérons un systeme meécanique dont la position est décrite parn coordonnées (Xq, ==+, X)) .
LLe systeme est soumis a m liaisons que Fon supposera dans un premier temps holonome:

— m coordonnees peuvent s’exprimer en fonction des autres

= N — m coordonnéees seulement sont necessaires pour décrire le mouvement du systeme

On appelle par le nombre de degrés de liberté du systeme mécanique, kK .le nombre de
parametres indépendants nécessaires pour la description du mouvement de ce systeme :

k=n—m

N aee e SR R

On appelle par coordonnees generalisées, notées (ql, seel qk) les coordonnées indépendantes
suffisantes pour décrire le mouvement du systeme mécanique,ou le nombre de degrés de

/ . Z a : . . - ” ” -
degrés de liberte a—ql =0 i,j=1,--keti#j. (41, "> q;) sont appelées vitesses généralisées.
qj

L'espace des (qy, **,q) s’appelle Fespace des configurations



Considerons undouble pendule dontle mouvement sefait sur let plan (oxy)
0, X

—q\ym P M1 et M2 deux points maténiels.
; — \
4 p, = |lOM, Le systeme () = (M, + M,)
— Coordonnces (P, @y, Y102, P2, )
P> = ||OM;||

Liaisons:
Mouvement sur (OXY) = y, =y, =0

C’est une liaison géométrique 2 Contraintes

fil I'inextensible de longueur L = p, =L

C’est une liaison gecometrique holonome scleronome
I Contrainte

fil 2 inextensible de longueur L

— — S— SN > > . .
OM, = OM; + M,M, = ||OM|]? = |OM,|> + [[M, M, + 20M, - OM, Voir diapo demo

— p, = \/EL\/l + cos 2(¢, — ¢y)

C’est une liaison gcométrique holonome scléronome 1 Contrainte
n==~06

} =— k=2 degrésde liberts
. A A q1 1 = @
— Coordonnées generalisees
g, =60, =20, — ¢,

| -

MOHAMED



— >
(M,0OM,) Triangleisoctle puisque [|OM;|| = L = ||M;M, ||
= (M M,0) = ¢, — ¢,

0, = o,

0, =@+ ¢ — ¢

0 = 2py — 1) + @
= 0, =0, =20, — @)

—S —

= = > —— 5 —— 5 > 5 = >
OM, = OM, + MM, = |OM,|* = ||OM, 1> + M, M;|1* + 20M, - MM,

—>  ps=pi+L*+2p,Lcos2(p, — ¢,)

= p5 =2L* (1 +cos2(p, — ¢)))



Considerons undouble pendule dontle mouvement sefait sur let plan (oxy)

O . :
————— o My et M, deux points matériels:
; — \
4 p, = |lOM, Le systeme () = (M, + M,)
—> Coordonnées (P, @1, Y1: P2: P2: Y>)
pr = 10M;) e
laisons :

Mouvement sur (OXY) = y, =y, =0

C’est une liaison géométrique 2 Contraintes

fil I'inextensible de longueur L = p, =L

C’est une liaison gecometrique holonome scleronome

I Contrainte
fil 2 inextensible de longueur L

 —— —_— S ve >
OM, = OM, + MM, == |[OM,|> = |[OM,||* + IIM,M,|> + 20M, - M, M,

— p, = \/EL\/l + cos 2(¢, — ¢y)

C’est une liaison gcométrique holonome scléronome 1 Contrainte
n==~06

} =— k=2 degrésde liberts
. A A q1 1 = @
— Coordonnées generalisees
g, =60, =20, — ¢,

M,

| -

MOHAMED



Tranne motorisee

r=pe,
= 1 (cos 67 — sin .97) 0 = A1)

= 5 (cos A1) T —sin f(z)f)

v Liaison holonome rhéonome 1 contrainte

r=pe,

Trappe actionnée par un moteur @ = f(7)

n==~6

} — k=2 degrés de liberté
=

—> Coordonnées généralisees g = p

MOHAMED
Vi T 1AAIVILEC
| - - |
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Soient (¢, =**.q;) les coordonnees géncralisces decrivant

un systeme mécanique a k degrés de liberté soumis a pforces. Celaimplique que

k a"*
P I - r : :
r=r(qp, Q) = §7F = Z 0g; ctlestravauxvirtuelssecrivent alors comme
0q;
=1
P - k . O k e
5W*=2Fl or™ =Z F.- 5q _Z ZF.W
. aq J o l da. q]
P a—’>1< k
—> r
On pose Q] = F - —> oW* = 2 Q]5q]
P — aqj =1
On appelle par force généralisée la quantits {; n’apas forcément la dimension d’une longueur
P, OF% Qi n’a pas forcément la dimension d’une force
Qj = Z s P (0.0g; atoujoursladimension d’un travail (énergie)
= qj e ¥
. , l .| Stlatorce dérive d’un potentiel F. = — V.V
et le principe des travaux virtuels se formule comme suit p l !

oV or: CooV
k - I

s e S 050 " 9T T AT T A

- Z Qi d; = | i—=1 l QJ i—1 q]

. 1 |
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=

Considerons une systemeforme de N solides chacun etant soumis a une resultante de torces F.

l
et ayant une quantité de mouvement P+ Silonappliquele PED ausolide (Sy) : (X) = Z 5
- =
F;=p; : -

Si'fon considere que p; comme une force d’inertie, alors ’équation F.— p, = 0 exprime I'équilibre duisolide(s;) -

—

On peutappliquer par conséquentie PTV (Fi — ?i) -ort =0 ou ors =0 estundeplacementvirtuel compatihle

dusolide Ce résultat est valable pour chacun des solides, alors il est valable pour e systeme () :
N

=1 S

— —
Si 'on considere un déplacement virtuel compatible et que F; = F¢ + F¢"" alors on peut énoncer le principe.

T a—— e RO e -

La somme des travaux virtuels des forcesactives et des forces d’inertie d’un systeme est nulle

> (Fie-7,) -7 =0

=1

MOHAMED
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Reprenons Pexemple du systeme a poulies
En utilisant le principe de d’Alembert, retrouvons

Fexpression de Paccélération ¥, de M.

Effectuonsiunideplacementvirtuelcompatible sr = alors 5 = 1675 = 267
2 2 1

Ce quidonne pourle deplacement reel dr, = 2dr, =—— ¥, = 2F,

e principe de d’Alembert, donne

. L .
: —>>x< - - : —>>x< : —>>X< - - : —>* o
Py-orf —mr - orF+ Py-0rS —myry-or; =0

—m gOry — myiorF + mygory — myiyory =0

[—ml(g + 7)) + 2my(g — ;;2)] orf =0 Vorf

|
2 —my(g + 51’*'2) + 2m,(g — ¥y) =0
P, ¥
| r <2m +ﬁ>=g(2m —m)
57? T 2 2t 5 2 ]
) —
275 4m, + my
+



