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Exercice | (10 points)

On considere le mouvement d’'un point matériel M de masse m dans un référentiel R(O, xyz),
—
supposé galiléen. Le point matériel M est soumis a l'action de la seule force F qui dérive du
potentiel E,(x, y, z) = ay/x? + y?, a étant une constante postive.

Tpt

1. Etant donné que la force dérive du potentiel £,(x, y, z), alors

— E—
F = —gracI(Ep(x,y,z)): Ep)

2 2 r
sachant que le gradient s'exprime dans la base cartésienne comme suit!' V = %t+%j+£k,
nous avons alors

2 o_ _OEP(X, g,z)r_ oE,(x, g,z)f_ dE,(x, y,Z)E
ox dy 0z
—
F e ot it =0 2 s
VX2 + y? VX2 + y? |OM|

-_— - -
avec OM = xi + yj.

— —_— —
Comme F est colinéaire avec OM alors F est une force centrale .
0.5pt

2. On utilise le théoréeme du moment cinétique

dHMR)|
dt _ ©
e — W
_ OMAFE=OMA [—a M
|OM|

e —
= 0= 0py(M/R) = Constante

. — . ’ .
puisque F et OM sont colinéaires.

1pt

3. Calculons lexpression de la vitesse V(M/R)

10M

-, a . S C

VIMIR) =~ :pep+p"’e""@
R
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. L'expression de &,(M/R) est

—_—> —
dMIR) = OMAmMmVMIR)
= mpé, A (pé, + ppé,)

= mpz('pE. @

. L'expression de l'énergie cinétique est égale a

1 1
E. = im\/z(/\/r/R) =5m (p° + p*¢%).

Sachant que le potentiel est donné par E,(p) = ap, l'énergie mécanique est égale a

1
En = Ec + Ep = 5177 (p2 +p2(p2) + ap.
ce qui donne
1 ., a’
E, = 5mp + Imp? + ap.

Jo
mle

Or ¢ =

. La seule force a laquelle est soumis le point matériel M est conservative et l'énergie

mécanique ne dépend pas explicitement du temps alors cette derniére est conservée et
donc
dEm (:)Em . aEm .

dt dp P ap
2
= pla— mp? +mpp
_ 00— p =0 = p = constant
o

ou p— =5+ < =0 et cest 'équation recherchée. @
m<p m

. St M est animé d'un mouvement circulaire de rayon p = pg, alors p=0et p=0

et l'équation du mouvement devient

2 1/3
) a (o)
m< g, m am

. Si M est soumis a des petites oscillations radiales p=py+ e = p=¢€

7-a) En substituant p par py + € dans l'équation du mouvement, nous obtenons

o} 1 a
€— 203 3+ —=0
mp0(1+i) m
PO
a; € a
— €——5(1-3—|+—-=0
m?p; £o m
a
- é+3—le:0
m pg

27a4\""?
- é+( 5 ) e=0
m< a0y

1. On accepte la réponse si le gradient est exprimé dans la hase cylindrique méme s'’elle n'est pas encore définie.
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et qui l'équation différentielle vérifiée par e
7-b) Les petites oscillations se font avec la pulsation propre wy telle que

27a \'®
= \ m2a, ’

On se propose d'étudier dans cet exercice le mouvement des chaises volantes d’'un maneége,
voir photo ci-dessous(figure 1). Pour ce faire, on considére une chaise comme un point matériel
M de masse m suspendu a un disque D par un fil de longueur inextensible L. Le disque (D) de
rayon R tourne a une vitesse angulaire constante w et reste a tout instant horizontal et a une
hauteur h constante du sol, voir figure 2.

Consldérons R(O, xyz) un référentiel fixe, supposé galiléen, muni de la base orthonormée directe
(7, j k) Soit 721(01,x1y1z1) un référentiel lié au disque D, que l'on utilise comme référentiel relatif,
muni de la base (11,11, I<1 = k) R tourne autour de laxe de Oz et le vecteur rotation de R4 par

Exercice Il (10 points)

rapport a R est donné par (R1/R) — wk. Le vecteur AM reste constament dans le plan (O1x1zy)
et sa direction par rapport a la verticale est repérée par l'angle 6.
On donne 00, = hK, _0_12 = Ri; et m = Ldy. On pose U3 = —ﬁ ainst la famille des vecteurs
unitaires (i, i, i3) forme une base orthonormée directe.
Toutes les expressions des grandeurs demandées doivent étre exprimées dans la base (i, iy, U3).

FIGURE 1 — Manége de chaises volantes

B,
Vue (OX Z)):

FiGURE 2 — Shéma utilisé pour résoudre l'exercice.

. e g .
Tpt 1. Calculons les expressions de iy et de k en fonction iy et i :
> AR "
iy = sinBiy + cosOii,
7
e — . —
k = —cosOi + sinBii,
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2pt 2. Sachant que O4M = Liiy, le vecteur vitesse relative est donné par

—

C/O1M
dt

C/LT1

= =16i,.
™~ dt H2

VIMIR,) =

R1

Le vecteur accélération relative y, est donné par

dV(MIR : ,
VMR = dVIMIRa)| - _ —L6%iy + LOil,.
dt ™~
3. Sachant que w est constante, dﬁ(?;m) = 0, l'accélération d'entrainement y,. est donnée
2.5pt par R
100
a — — >
Ve = 2+ GRUR) A (GRiR) A OM)
dt |p
= wk A (wEA (Ra —I—LL71))
= wkA (l&’wﬁ — stlnGL73)
= wkA (Rw + Lwsin®) J,
= —w?’(R+ Lsin0)
= —w?(R + Lsin®) (sinBi; + cosBil,)
L'expression de l'accélération de Coriolis est donnée par
Ve = 20(R1/R) A V(MIR,)
= 2wk A LB,
= —2lwbcosHiis. @
Tpt 4. Les forces qui sont appliquée a M dans R sont :
mg = —mgk = —mg (—cosBd; + sin6i,) @ le poids;
. <>
T = —Ti, @ la tension du fil;
A . <>
e = —my.=mw’ (R + Lsin6) (sinBd; + cosOir,) la force d'inertie d'entrainemel
<>
L l—il-c = —my,= 2mLwOcosOily @ la force d'inertie de Coriolis
15pt] 5. Comme R1 n'est pas galiléen, U'expression du PFD appliqué a M dans R4 est donnée par

my(MR,) = mg+ T+ /—il-e + /—it-c
— —mlL0’d, + mLOT, = —mg (—cosOiy + sinOu3) — T iy
+mw? (R + Lsin®) (sinBd; + cosBii,) + 2mLwBOcosOiis
= [mgcosO — T + mw” (R + Lsin®) sinO] i

+ [—mgsln@ + mw? (R + Lsinb) cos@] i> + 2mlwBcosOit; @
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6. Par projection sur la base, on obtient

6-a) l'expression de T : projection sur i

mgcos@ — T + mw? (R + LsinB) sind = —mL&’

— T = mgcosO + mw’ (R + LsinB) sinb + mL&? @

6-b) lUexpression de l'équation du mouvement : projection sur i,

—mgsin® + mw?* (R + LsinB) cosd = mLO

— O+ zsm@—w

R
(L +sm@ cos6 =0 @
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