Université Cadi Ayyad Année Universitaire 2017/2018
Faculté des Sciences

Semlalia-Marrakech

Département de Physique

Module de physique - Mécanique du Point Matériel
Filiere S1 SMA - Série N° 3

Corrigé 1 : Référentiel non galiléen

Considérons un point matériel, au repos par rapport a la surface terrestre, de masse m suspendu
a une altitude h a la latitude A et a la longitude .
Le référentiel absolu est le référentiel géocentrique Ro(O, XoYoZy), considéré comme galiléen, et le
référentiel relatif est le référentiel terrestre lié a la terre R1(O, X1Y127), référentiel du laboratoire,
en rotation uniforme par rapport a Ry avec le vecteur rotation Q(Rl/ Ro) = wEO.
le référentiel absolu est le référentiel géocentrique Ro(O, XYy Zy), considéré comme galiléen, et le
référentiel relatif est le référentiel terrestre lié a la terre Rq1(O, X;Y17Z7) en rotation uniforme par
rapport & Ry avec le vecteur rotation (R /Ry) = O = wky.

R(O.X,YZ,): reféréntiel absolu =09 : latitude
Ry(O.X Y,Z)): reféréntiel relatif ¢, - longitude |
Zo A 2, QRJRy=wk,

Méridien

Parallele

1. On note par Oﬁ =ré, = (Rr + h)é,.. L’expression de l'attraction gravitationnelle est donnée

par
- mMT_,
Fg = _KG 2 €
My mR2 mR2%

. mR?
F, = r_g,
’ YR+ h2*
mR2
= —9 €y — —Mmgoey



2. Calcul de f;. = —m7., :
Calculons I'accélération d’entrainement, sachant que h/Rp — 0 et donc le point M est consi-
déré sur la face du globe terrestre,

. = G(Ri/Ro) A (A(R1/Ro) A OM)
= RTWQSiIIQEO/\é;O

= —Ryrw’sind (sindé, + cosbé,)

ce qui donne ]F_ie = mRrw?sinf (sinfe, + cosbe,) .
Calcul de f;. = —m7. :

Comme le point matériel est au repos dans R, ce qui implique que 12 =0 et Yie = 0. Ainsi
fic =0.

3. R4 est non galiléen, ainsi le PFD dans ce référentiel est

m’V(M/Rl) ﬁ +T+fze+fzc
— 0 T — mgo€, + mRpw?sing (sindé, + cosbe,)
—0 = T-m [(go — RTuJQsin29) €. — RTuJQsinﬁcosHe}}

On peut déduire de I'expression précédente que
g = (go - RTW2Sin20) €, — Ryw’sinfcosdé,

ce qui donne pour g, sachant que Ryw? — 0 et qui permet de négliger le terme en w* et obtenir

2 1
g = \/(go — RTWZSiIIQQ) + ZR%w‘lsianQ ~ gy — Ryw?sin®0

avec 0 = w/2 — \, cela donne
g ~ go— Rpw?cos®).

A.N.:

9—9 _ Rrw?cos®\ N 6.4 x 10710 x (7.27 x 107°)% x cos?(%2=T) 94 % 10-?
9o 9o 9.80

qui représente 2.4 pour mille de la valeur de gy et donc on peut la négliger.

Corrigé 2

Un automobiliste roule & une vitesse de V = 70kmh~! et il a freiné. A quelle distance d va-t-il
s’arréter ?
L’ automoblhste frelne alors les forces appliquées a la voiture sont son poids P=Mg g et la réaction
du sol R = RT + Ry. Comme La voiture glisse alors || Ry|| = kq||Bx||(loi de Coulomb). De méme,
P+ RN 0 étant donné qu’elles sont perpendiculaires a la direction du mouvement (qui porte
l'accélération). La seule force qui travaille lors du freinage est RT. En appliquant le théoreme de
I’énergie cinétique :

) - -
Eg—Egsz(RT):/ Rr - dOM.



Comme Rt est constante alors

[ Rr-dOM = —|[Fyl| [ |dOM|| = | Fr|d.
Comme Eé — EL = %M Vf2 — %me = —%me, nous avons ainsi
1 = %
-mV;" = d = dkqM d=—"
5™MVi [ Bl Mg = d=5—
(70x103)2
_\ 3600 /]~ 39m
2 x0.6 x9.81

Corrigé 3 : Tunnel traversant la Terre

Considérons un point matériel situé a l'intérieur de la terre a une distance r de son centre, voir
figure ci-dessous.

1. Soit M la position du point matériel telle que Oﬁ = ré,. Rappelons que M va subir effet
d’attraction de la sphere de rayon r et donc de masse M,, si 'on considere que la masse
volumique de la terre est constante pr = My/ (47 R3./3)

Amrd Aqrd Mr r3

My = =g =g~ X Gy = Mrx 3

ce qui donne pour l'attraction gravitationnelle que va subir M ’expression

-, mM, _
F = _KG—QeT
r
Myt
= _KG 5 € = —KGmMT—ger
r Ry

Comme l'attraction gravitationnelle est conservative, alors

dE, = —F.-dr

p

rdr r?

ro N =
= KGmMTR—%eT - (drée, + rde,) = KgmMry R — E, = KGmMT%

avec K = Ep(r=0)=0=E, = KGmMT%.
T

+ K



2. La position de M peut étre repérée par OM = OH + HM =d ko + @ = d ko + x@ avec @ le
vecteur unitaire de la direction Oz. La vitesse est égale a

. dOM

(M/R) = ——
it |,
dil . .
- :'L’ﬁ—l—xd—?: = it + o (YR /R) A id) = did + 2wk N id
R

ce qui donne pour le module de la vitesse V = |V/(M/R)| = V&% + #2w? sachant que @ L .
L’énergie cinétique est égale & E, = smV? = im (i? + z%w?).
3. L’énergie mécanique est donnée par £, = E. + E,

1 ) 2 9 r?
Em = —mMm (.T + x"w ) —l—KGmMTﬁ

2
2 72
9 9 9 - +d
= —m(2°+2°w) + KgmM
2 ( ) + Kamr 2R3,
La seule force a laquelle est soumise M est la force gravitationnelle, qui est conservative, et
comme F,, ne dépend pas explicitement du temps, alors elle est conservée.
La valeur de F,, est constante et égale a sa valeur a l'instant initial, sachant que o = 0 et
cosA = o/ Rr, ou A est la latitude du tunnel,

1
E, = Ep(t=0)= §mx%w2 + KemMryp

1

zi + &
2R3
RZcos’\ + d?
2R3,

1
= émR?puJQcosZ)\ + KemMrp

4. La vitesse du véhicule M est maximale, son énergie cinétique aussi, si I’énergie potentielle du
véhicule est minimale, car I’énergie mécanique est conservée.
Rappelons que r varie entre d et Ry, r € [d, Rr], voir figure. Comme E, est une fonction
strictement croissante en fonction de r dans cet intervalle, alors E, est minimale pour r = d
et donc
1

r = d= E,(r=d)=E" et E.(r=d)=E""= ameLax
ce qui donne en utilisant E, = E) = E"" 4 E",
E:max _ E}? _ E;un
1 R2.cos’\ + d? d?
= §mR%w2COS2)\ + KGmMTTQT — KgmMT%
1 1 KoM
§mVn2wx = émR?pw%osQ)\ <1 + ]G%% T)
KeM
— Vmax — \IR%WQCOSQ)\ (1 + G3 T)
Ry

5. L’énergie cinétique étant conservée, sa dérivée par rapport au temps est nulle

dE,, . KemM.
— = m(azx+w2xaz)+xx$
KoM
e 2 GT
= mxlir(w + R% )x]zO

KoM

:>:i+<w2+ R3T>x:() sachant que maz # 0
T



qui est une équation différentielle de second ordre a coefficients constants. Les racines de
I'équation caractéristique sont des nombres complexes imaginaires purs +i, /w? + K%QJT, or
T

go = KgMyp/R2 ce qui donne pour solution

x(t) = Acos|,|w?+ Dy ap)
Ry

A et ag sont déterminées a partir des conditions initiales

t=0)=ay = JRE—E=A
SL’( ) = xo T2 ng.cosozo}:>oéozo et A=go= /R _d
(t=0)=0 = A jw?+ {fsinag

d’ou la solution

z(t) = (\/RQT — d2) cos|, |w? + g—OTt].

Corrigé 4 : Etats liés et états libres

Un point matériel M est assujeti a se déplacer le long de 'axe (Ox) d’'un référentiel galiléen. Il
est soumis a un champ de force conservative dérivant de I’énergie potentielle E,(z) dont I'allure des
variations en fonction de x est donnée par la figure ci-contre.

Ep

L

E

E,

1. Nous savons que E,, = E, + E. > E,. Comme la force est conservative, I, est une intégrale
premiere et donc constante.
Le cas E,, < Ey n'est pas permis étant donné que F,, > E, = E,, > FEj et donc n’est pas
un cas physique.
Ey < E,, < FE, : on constate dans ce cas que seules certaines valeurs de x sont permises,
comme pour 'exemple E,, = E;, le mouvement de M ne peut avoir lieu que pour z € [z, x]].
Or ce genre de mouvement, pour lequel x est limité a un intervalle est un mouvement d’oscil-
lations.

On dit dans ce cas que l’état du systeme est lié car il ne peut s’éloigner a l’infini.

E,, > E :sil'on note par x,, I'abscisse de 'intersection de la droite d’équation E, = E,, avec
E, = E,(z), alors = peut prendre les valeurs telles que > z,,. Cet exemple est illustré par
E,, = E3 avec = € [x3,+00].

M peut s’éloigner a linfini, on dit dans ce cas que M est dans un état libre.



2. Lorsque E,, = Ey, et en développant E,(x) au voisinage de xy a 'ordre 2, nous avons

E,(z) = Ey(xo)+ % (@ — 0) + %%

dx _ _
T=x0 T=x0

(z — m9)* + O[(z — x0)°]

1
~ EQ + ék’(l' - l‘o)z

On en déduit que la force qui est appliquée est

F o= —grad(B(2) = — ) _ _p o),

dx

qui n’est d’autre qu’une force élastique. L’application du PFD donne
. k
mi = —k(x —x9) = (x—:co)—l—g(x—:co):()

dont la solution est © — xy = Acos(wt — @) avec w = \/% Donc le mouvement de M au

voisinage de x = x( est un mouvement sinusoidal de pulsation w = %

Corrigé 5 : Théoremes généreaux

Un point matériel M de masse m est astreint a glisser sans frottement sur un cerceau vertical de
rayon R et de centre O. M est lié au point A par un ressort de constante de raideur k et de longueur
au repos négligeable, voir figure ci-contre.

Comme indiqué dans la figure, considérons le repere R(O,xyz) et soit (€,,€p) la base polaire.
R peut étre considéré galiléen car la durée de I'expérience considérée, mouvement de M, peut étre
négligée devant la période de rotation de la Terre.

1. Equation du mouvement en utilisant le PFD :
Expression de I'accélération :
Nous avons OM = Ré,, ce qui implique que V(M/R) = R&, et F(M/R) = —R0%€, + ROé,.
Bilan des forces : M est soumis a
P= mg : le poids;
R : laréaction du cerceau sur M. Comme le mouvement a lieu sans frottement donc B = Re,.;

F = —kAM : 1a froce de rappel du ressort. Notons que la longueur au repos est considérée

négligeable. Nous avons
AN = OM -0OA
Reé, — R (sinfe, + cosbép)
= R(1 —sinf)e, — Rcosbey
— F = —kR[(1 —sinf)é, — cosbéy]



Le PFD donne, étant donné que R est galiléen,

m (—R92€T + Réég) = myg (cosbe, — sinfép) + Re, — kR [(1 — sinf)é, — coshéy]

Par projection sur €, nous obtenons

. L
0 + %sin@ — ECOSH =0.

Equation du mouvement en utilisant le théoreme du moment cinétique :
Déterminons I'expression du moment cinétique par rapport au point O dans R :

Go(MR) = OM AmV(M/R)
= mRzééz
s d0'0<MR)
dt

= mR?%6e,.
R

Expressions des moments des forces appliquées a M par rapport au point O :

Mo(R) = OMAR =0
Mo(md) = Ré, Amg (coshé, — sindéy)
= —mgRsinfe,;
Mo(F) = Ré, AN{—kR[(1—sinb)é, — coshéy}
= kR?cosbé,.

En appliquant le théoreme du moment cinétique

déo(MR L .
doo(MR)|  _ Mo(B +mg + F)

a |,

mR20e, = —mgRsinbe, + kR*cosdé,

d’ou I’équation du mouvement en projetant sur €,

. k
0+ %sine — ECOS@ = 0.

Equation du mouvement a partir du théoréme de I’énergie mécanique
L’énetgie cinétique de M est E,. = %mRQ«QZ.

R ne travaille pas et donc ne contribue pas a I’énergie mécanique.

Le poids est une force conservative et

dE,(mg) = —6W(mg)=—mg-dOM
= —mg (cosbe, — sinfey) - RdOéy

—

= mRgsinfd) = E,(mg) = —mgRcost + Cstl.
Quant a la force de rappel, nous avons
dE,(F) = —F.dOM
= EkRI(1 — sinf)e, — cosbfey| - RdOéy
= —kR*cosfdf
= Ep(ﬁ) = —kR?sinf + Cst2



Sachant que ’énergie mécanique est donnée par

—

En = Ec+ Ey(mg) + Ep(F)
1 .
= amR292 — mgRcosf — kR*sinf + Cstl + Cst2

Comme les forces qui travaillent sont conservatives, alors I’énergie mécanique est conservée et
donc

dE,,
— 0
. .. . dt .
— mR*00 + mgRsindd — kR*cosd) = 0

comme 6 # 0 alors
b+ Lsing — Ecos@ = 0.
R m

On note que les trois méthodes donne la méme équation du mouvement, ce qui était bien
attendu.

. Les points d’équilibres, appelés aussi les points de stabilité de M, sont obtenus a partir de
I'énergie potentiel de M et qui est E, = E,(mg) + E,(F) = —mgRcosf — kR?sinf + C'st. En
effet, les positions d’équilibre sont obtenus cherchant les extremums de E,(M) par rapport a
0,

dE
d—ep = mgRsinf — kR*cosf
Bl
do o—0,
— mgRsinf, — kR*cosf, = 0
g
= tgh. = %
" 9
=, = atan (%) + mm

ol m est un entier relatif. Notons que 6, €]0,7/2].
Calculons la dérivée seconde du potentiel

PE,

do? |,_,.

= mgRcosb, + kR%sinf, > 0

puisque 6, € [0,7/2]. Nous en déduisons que 1’énergie potentielle est minimale pour 6 = 0, et
donc cette position est une position d’équilibre stable.

Considérons des petites oscillations autour de la position d’équilibre et 8§ = theta. + € ou
e — 0. Le développement limité au premier ordre autour de 6, donne

sinf ~ sinf, + cosf, (0 — 0.) = sinf, + ecosl,

cos =~ cosf, — sinb, (6 — 6.) = cosl, — esinb,

ce qui donne pour I’équation du mouvement, avec § = €

k
€+ % (sinf, + ecosb,) — — (cosf, — esinf.) = 0

€+ (gcosee + ﬁsin@) €+ isinee — Ecosé’e = 0
R m R m



or %sin@e — £cosh, =0, ce qui donne finalement
m

k
€+ (%COS@E + Esin@) e = 0
et en posant w2 = (%cos@e + %sin@e) alors I’équation du mouvement aurour de 6, devient

E+wge = 0

et la période est T' = 27 /wy = 271’/\/%(30896 + %sin@e.



