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CHAPITRE |

Formalisme lagrangien

1.1 Exercices

1.1.1 Exercice

1. Rappeler ce qu’est un déplacement virtuel et qu’appelle-t-on par le travail virtuel
en général 7 Que devient ce travail si le systeme est statique ou se déplace avec
un mouvement uniforme ?

2. Considérons une masse m placée en A et reliée par deux tiges rigides aux points
O et B. Les barres de logueur OA = AB = sont articulées en A. Le support de
Iarticulation O est fixe et le patin articulé en B peut glisser sans frottement le
long de ’axe horizontal, figure 1.4. Les articulations sont supposées parfaites et
les masses des tiges et du patin sont negligeables.

(a) Quel est le nombre de degrés de li- Y,
berté de ce systeme ?

(b) En appliquant le principe de
d’Alembert, quelle force F faut-il A A
appliquer au patin pour que le sys- R J; | 'Y
téme reste en équilibre 7

(c) Déterminer la valeur de la réaction
en B . FIGURE 1.1 — Systéme de treillis.

1.1.2 Exercice



Formalisme lagrangien

On considere une sphere creuse (S) de
rayon a dans un repere galiléen R (O, zyz).
Une bille supposée ponctuelle de masse m
est astreinte a se déplacer sans frottement
a lintérieur de la sphere, figure 1.5

1. Quelles sont les contraintes sur le
mouvement de m? En déduire le
nombre de degré de liberté de la

bille.

2. Calculer les composantes des forces
généralisées.

3. En déduire les équations du mouve-

ment.

4. Calculer 1’énergie cinétique de la
bille, en déduire les équations de La-
grange et ensuite les équations du
mouvement.

5. Etudier le cas ou 6 et qS sont

1.1.3 Exercice

constants.
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FIGURE 1.2 — Mouvent d’une bille & I'inté-
rieur d’une sphere.

On considere une perle de masse m qui peut coulisser parfaitement sur un cerceau
de rayon R. Le cerceau est vertical et tourne autour de ’axe vertical avec la fréquence

angulaire Q = ¢ fixe, figure 1.3.

1. Relever les contraines sur le mou-
vement de la perle et montrer que
la position de la perle est complete-
ment décrite par la variable 6.

2. Calculer I'énergie cinétque et I’éner-
gie potentielle. En déduire le lagran-
gien de la perle.

3. Calculer le moment conjugué p de
0. En déduire que l'expression du
hamiltonien peut se mettre sous la

forme

p? ~
Interpréter les différents termes de
H(0,p).

4. Déterminer les extremums de U(6).
En déduire les positions d’équilibre

et discuter les en fonction de f2.
Quelle sera la trajectoire de la perle
si les conditions initiales sont 6 = 0
et 6 =0.

FI1GURE 1.3 — Mouvent d’une perle sur un
cerceau.

Contact: elkacimi@uca.ma
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1.1 Exercices 5

1.1.4 Exercice

Dans un espace & deux dimensions (z, z), on considére un milieu matériel d’indice
de réfraction n=n(z). La distance parcourue ds est liée a I'indice de réfraction par ds =
cdt/n, ou c est la vitesse de la lumiere dans le vide. L’objectif est de chercher le chemin
le minimum du chemin optique (Principe de Fermat).

1. Ecrire I’expression du chemin optique comme une intégrale sur le parametre z. En
utilisant le principe de moindre action, montrer qu’il existe une intégrale premiere.
En déduire les lois de Snell-Descartes.

2. Ecrire le chemin optique comme une intégrale sur le parametre x. En utilisant
le principe de moindre action, montrer qu’il existe une intégrale premiere. En
déduire les lois de Snell-Descartes.

3. Trouver la trajectoire lumineuse pour une variation linéaire de I'indice de réfrac-
tion n(z) = ng+ Az, sachant que les conditions initiales sont z(0) = 0 et 2’(0) = 0.

1.1.5 Exercice

Soit un pendule de longueur [ avec une masse placée dans un champs de pesanteur g
et astreint & se déplacer dans un plan (z,y) muni de la base mobile (,, iy). La position

du point M est repérée par OM = lu,.

1. Calculer le nomde de degrés de liberté. En déduire que ’on peut décrire le systeme
par la coordonnée 6.

2. Calculer la vitesse et déduire 'expression de I’énergie cinétique.

3. Calculer le travail effectué lors d’un déplacement virtuel 07 = [00ty. En déduire
I’expression de la composante de la force généralisée selon 6.

4. En utilisant la relation entre 'accélération généralisée et la force généralisée selon
0, déduire ’équation du mouvement en 6.

5. Calculer I'expression du Lagrangien et déduire I’équation du mouvement en uti-
lisant I’équation de Lagrange.

1.1.6 Exercice

Soit une masse m astreinte a se déplacer sur une tige indéformable faisant un angle
0 avec la verticale OZ, en rotation imposée avec un vecteur de rotation O = Qiy. La
masse est attachée a un ressort de constante de raideur k et de longueur a vide [y et glisse
sans frottement. Elle est par ailleurs soumise a son poids. Ce systeme est a un degré de
liberté, on choisit la distance r = |OM. Le référentiel choisi est celui du laboratoire. Il
est galiléen.

1. Calculer la vitesse et déduire ’énergie cinétique 7.
2. Calculer la force généralisée associée a la coordonnée r.

3. En utilisant les équations de Lagrange, établir I’équation du mouvement.

Contact: elkacimi@uca.ma Département de Physique - FSSM 2015/2016



Formalisme lagrangien

1.1.7 Exercice

On considere deux billes de masses respectives m et M 4 y

(m < M), attachées entre elles par un fil inextensible de
masse négligeable passant par un petit trou dans un plan

horizontal. La petite bille est animée d’un mouvement de = Plateau
rotation sur le plan horizontal. La grande bille est sus- g, k‘”j - r

pendue au fil et chute sous 'effet de son poids. On note [ e

la longueur totale du fil et r la longueur du segment ho- = >_,i >

rizontal. On note 6 'angle que fait le segment horizontal
avec un direction fixe quelconque du plan.

,M

1. Calculer le lagrangien £ =T — V pour les coordonnées généralisées (r, 0).

2. Déterminer la coordonnée cyclique et reconnaitre son moment conjugué. Pourquoi

est-1l conservé ?

3. En déduire ’équation différentielle du mouvement pour r.

4. On s’intéresse aux premiers instants de la chute. On pose r = (1 —¢€) avec € < 1.
déterminer I’équation différentielle vérifiée par e. Montrer pour qu'une valeur de
la vitesse angulaire initiale 6’0, la chaine ne peut pas tomber. Dans le cas ou la
chaine tombe, que devient la vitesse angulaire initiale 6.

1.1.8 Exercice

On utilise le formalisme de Lagrange
pour étudier le systeme suivant : une masse
ponctuelle mq est reliée par un fil supposé
sans masse de longueur {1 & un point fixe O.
Une seconde masse mo est reliée par un fil
sans masse de longueur ls a m;. Les deux
masses ne peuvent pas se mouvoir que dans
le plan vertical.

m2

1. Définir les liaisons, le nombre de degrés de liberté et les coordonnées généralisées.

2. Calculer I'énergie cinétique et l’énergie potentielle. En déduire I'expression du

Lagrangien.

3. Trouver les équations du mouvement.

Contact: elkacimi@uca.ma
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1.1 Exercices 7

1.1.9 Exercice : Machine d’Atwood

Le dispositif de la machine d’Atwood est décrit
par la figure ci-contre. La masse m1 est reliée a
la poulie 1 de masse M par l'intermédiaire d’'une
cordre inextensible de longueur L et de masse
négligeable. Quant a la masse mo, elle est reliée
a la masse mg par le biais d’une corde inexten-
sible de longueur L est de masse négligeable.
Les poulies 1 et 2 ont des rayons respectifs R
et Ro. La poulie 1 est accrochée par un fil inex-
tensible de masse négligeable et de longueur lj.
Les fils glissent sur les poulies sans frottement
et les moments d’inertie de ces dernieres sont
négligeables.

Poulie 1

Poulie 2

1. Dénombrer les forces appliquées au systéme des masses m;,7 = 1,2,3 et M et
relever les forces de liaison.

2. Etablir les expressions des contraintes et dire de quelle nature sont-elles. Justifier
les réponses.

3. En déduire le nombre de degrés de liberté et préciser les coordonnées généralisées
a utiliser.

4. En utilisant le formalisme de Newton, retouver les équations du mouvement et
déduire les expressions des accélérations de chacune des masses, d’une part, et
des forces de liaison, d’autre part.

1.1.10 Exercice

Un  artisan utilise une échelle de hauteur
||AB|| = L et de masse M pour peindre un mur.

Les extrémités de I’échelle s’appuient sur le mur

et le sol, voir figure ci-contre. Le pied de I’échelle

est attaché au point O du mur par I'intermé- p
diaire d’une corde inextensible de longueur [ et

de masse négligeable de fagon que ’échelle fasse

un angle 0 et assure sa stabilité. Soit G le centre G
de gravité de I’échelle. Les frottements en A et
en B sont nuls. Mg 9/
.......... g -
1. Dénombrer les forces appliquées a I’échelle en distinguant les forces de liaison.

Otz

2. Quel est le type de liaison en B 7 Justifier la réponse. Montrer que lorsque 1’échelle
se déploie, avant d’atteindre sa position d’équilibre stable, le nombre de degré de

Contact: elkacimi@uca.ma Département de Physique - FSSM 2015/2016



Formalisme lagrangien

liberté est égal a 1. On wutilise dans la suite de ’exercice la coordonnée généralisée

6.

3. On se propose de calculer la tension du fil T. On cherche & éliminer les réactions
du mur sur I’échelle, R4, et du sol sur I’échelle, Rpg.

3-a) Quel déplacement virtuel doit-on effectuer 7 Justifier le choix.
3-b) Exprimer la composante généralisée Qg de la tension T.

3-c) En utilisant le principe des travaux virtuels, montrer que

- 1
1T = §Mgcotg9.

1.1.11 Exercice

On considere un cerceau (C) de centre O et de y
rayon a faisant partie du plan vertical (Oxy).

Soit AB une barre de longueur | = a/3 et dont ()

les extrémités A et B glissent sans frottement
sur (C), voir figure ci-contre. La barre AB sup-
porte, en plus de son poids, deux masses mq et
mgy (mq > mg) assimilables & deux points ma-
tériels M7 et My et situées respectivement aux
milieux de AG et de GB, G étant le centre de
masse de la barre AB. On note par 0 'angle que
fait O? avec la verticale. On considere le systeme
(X) formé par la barre (AB) et les deux masses
m1 et mao.

1. Etablir le bilan des forces en relevant les forces de liaison.

2. Identifier les contraintes sur le systeme (X) et montrer que le nombre de degré de
liberté est égal a 1. En déduire la coordonnée généralisée a utiliser.

3. En choisissant un déplacement virtuel, ne faisant pas travailler les réactions aux
points A et B, trouver I'angle 6 & ’équilibre en fonction de M, my et mao.

4. On se propose de calculer le module de la réaction au point B. Quel déplacement
virtuel doit-on adopter pour annuler le travail de la réaction au point A7 En
déduire la valeur de la réaction en B en fonction de M, my, mo, g et 6.

1.1.12 Exercice

Consiérons une fonctionnelle I[y], c’est une fonction de I'espace des fonctions déri-
vables dans R, qui & une fonction y(x) fait correspondre le nombre réel

Iyl = /mF(y,y’,m)dw

xr1

Contact: elkacimi@uca.ma Département de Physique - FSSM 2015/2016



1.1 Exercices 9

ouny = % et x1, 9 les bornes d’intégration fixées. On cherche la fonction y qui rend
la fonctionnelle I[y] extrémale avec les contraintes y(x1) = y1 et y(z2) = y2, y1 et
y2 donnés. Soit y(x) la solution a ce probléme et 1'on note la famille des fonctions
z(xz,a) = y(x) + an(z) ou n(x) est une fonction dérivable quelconque.

On définit

T(a) = I2(z,a)] = / F (z(m,a), %(m,a),x) da.

1

di
1. Calculer I

2. Sachant que I[y] est extrémale si j—£|a:0 = 0, montrer que cela implique

OF d |OF
Oy dx |0y
ce que 'on appelle I’équation d’Euler.

3. Appliquons cette derniere pour revisiter le principe de Fermat. La fonctionnelle
est le chemin optique L et y(z) est la trajectoire de la lumieére. Le chemin optique
est donné par L = [ nds ol n est I'indice de réfraction, que I'on suppose constant,
et ds est un élément de distance dont ’expression est donnée par ds? = dz?+ dy?.
En utilisant I’équation d’Euler, montrer que la trajectoire de la lumiere est une
droite.

1.1.13 Exercice

Soit R(Oxyz) un repere galiléen et soit AB une
barre homogene pesante de masse m et de lon-
gueur 2a et de section négligeable. L’extrémité
A de la barre glisse sans frottement le long de
Oz et lextrémité B glisse sans frottement sur
le plan Ozy. On désigne par ¢ l'angle que fait
OB avec Ox, 6 celui que fait AB avec AQO. Soit
R1(Oz1y121) le repere relatif tel que Oz est
porté par OB, voir figure ci-contre.

o<

ooc\’ NC\l

1. Faire le bilan des forces dans R.

2. Relever les contraintes et déterminer le nombre de degrés de liberté.
3. Etablir Pexpression de I’énergie cinétique de la barre.
4

. Etablir les expressions des composantes des forces généralisées.

Contact: elkacimi@uca.ma Département de Physique - FSSM 2015/2016



Formalisme lagrangien

5. En déduire les équations du mouvement en utilisant les équations de Lagrange.

6. Retrouver les équations du mouvement et les expressions des réactions en utilisant
les multiplicateurs de Lagrange.

1.1.14 Exercice

Un disque Dy de rayon a et de centre de masse C' D,
roule sans glisser sur un deuxieme disque Do de c
rayon b. A l'instant ¢ = 0, D est situé au sommet o

de Dy, figure ci-contre. (D1) tourne avec une vi- g
tesse angulaire 1. La position de (C) est repérée o <:
par l'angle ¢. On se limite au cas ou (D) reste

en contact avec (Dz). On utilise dans cet exercice
la méthode des multiplicateurs de Lagrange.

Exprimer la condition de roulement sans glissement de (D7) sur (Ds).
Montrer que ¢ et 9 décrivent le mouvement de (Dy).
Calculer I’énergie cinétique de (D1) et son énergie potentielle. !

En déduire le lagrangien et écrire les équations de mouvement de (Dy).

AR R

Etablir I'expression de la réaction tangentielle Ry de (Dy) sur (Dy).

1.1.15 Exercice

Une particule de masse m et de cl}arge q se dépalce dans une région ol regne un champ
électromagnétique (E = —ﬁ(go) — %—’?, B = 6/\[1)), on A= [f(ac, y,z;t) et o = p(x,y, z;t)
sont respectivement le potentiel scalaire et le potentiel vecteur et V = (9/0x,d/dy, 0/0z)
est 'opérateur nabla. La position de la particule est repérée par les coordonnées & =
(1,79, x3) et sa vitesse est donnée par ¥ = (vy = 41, vy = d9,v3 = &3, ). Les coordonnées
généralisées et les vitesses généralisées coincident avec les coordonnées et les composantes
de la vitesse de la particule.

1. Calculer la dérivée totale par rapport au temps de /T, %.

1. Le moment d’inertie du disque par rapport & Oy est [ = %mRQ.

Contact: elkacimi@uca.ma Département de Physique - FSSM 2015/2016



1.2 Corrigés des exercices 11

2. Montrer que les composantes 2 de la force de Lorentz F= q(E_f +TAB ), a laquelle
la particule est soumise, peuvent se mettre sous la forme

i@V(mz,xz,t) 8Vxl-,x'l-,t)

Fi - dt avi 8332

ot V(i i, t) = q(p(aist) — T - Az, t)).
3. En déduire le lagrangien de la particule £(x;, 4, t). Ecrire les équations du mou-
vement de la particule.

4. Calculer les moments conjugués (pz, py, P )-

5. En déduire le hamiltonien H(x;, pis,t) de la particule. Que représente-t-il 7 Com-
menter son expression.

1.1.16 Exercice

Considérons une particule qui se déplace dans le plan (OXY). Sachant que I’énergie
cinétique T' = T'(z,9) et que L(z,y,%,y,t) =T — V, dire quelle est la loi de symétrie a
laquelle obéit le lagrangien et quelle grandeur est conservée dans les cas suivants :

1. V(z,y,t) = ax;

2. V(z,y) = at(2® +y°);

3. V(z,y) = alz —y).

1.2 Corrigés des exercices

1.2.1 Corrigé

FIGURE 1.4 — Systéme de treillis.

1. Voir cours. Quand le systeme est statique ou il se déplace d’'un mouvement uni-
forme, le travail de toutes les forces est nul, pas seulement des forces intérieures
car la résultante des forces extérieures est nulle.

—

2. F = (F\, F, F)

Contact: elkacimi@uca.ma Département de Physique - FSSM 2015/2016



Formalisme lagrangien

2. (a) La masse m se déplace dans un plan. Comme, OM = [, alors elle a un seul
dégré de libérté. Le mouvement de m peut étre bien repéré par la variable 6,
qui sera utilisée comme coordonnée généralisée.

(b) On dénombre quatre forces : les reactlons normales, puisqu’il n’ y a pas de
frottement, aux points O et B R, et RB, le poids mg et la force F appliquée
au point B.
Le principe de d’Alembert stipule que le travail des forces intérieures lors d’un
déplacement virtuel est nul. Considérons le déplacement virtuel 66 et calculons
la force généralisée selon cette coordonnée :

Z —»(97“2

ou 7; est le vecteur qui repere le point d’application de la force. Ce qui donne,
en utilisant la base cartésienne

O—z>4 = lcos@?—i—lsin@f
O? = 2lcosfi

0 — - 004 2008
0T T a9

= mglcost — 2l F'sinf

mg = —mgj et F = —Fi et sachant que Ry et Rp ne travaillent pas le
déplacement leur est perpendiculaire. Or le principe de d’Alembert donne

%M:o:m:%me

donc pour cette valeur, le systeme sera statique.

(c) Pour déterminer la valeur de la réaction en B R, il suffit de prendre comme
déplacement virtuel du point B un cerle de rayon 2lcosf avec 6 constant.
Ainsi, F' ne travaille pas, de méme pour EO. Les deux forces qui travaillent
sont le poids et Rp. Dans cette configuration, les vecteurs (7,7) deviennent
mobiles. Soit Ry le référentiel par rapport auquel on effectue cette rotation et
soit (20, jo, kzo) la base orthonormee liée & Rg. Repérons la rotation par l’angle

Y telle que ¢ = (z,zo) (] ]0) ce qui donne dz/di/) = j et dj/d¢ = —7 et
1) = constante.

Contact: elkacimi@uca.ma Département de Physique - FSSM 2015/2016



1.2 Corrigés des exercices 13

Calculons la coordonnée généralisée associée a ¢

90A . 90B . -

v = W'mgﬂLW'(RBJ)
= I(cosfj — sinfi) - (—mgjo) + 2lcosd - (Rpj)
= —mgl(cosfcosy) — sinfsiny) + 21 Rcosd

= —mglcos(f — 1) + 2l Rpcosh.

Or comme w = 0, cela implique que le module de la vitesse par rapport a Rg
de tous les points du treillis est constant et comme le mouvement est circulaire
alors I'accélération par rapport a Rg est centrale Y4 = VTjﬁ Aetyp = %{ieﬁ B
ce qui implique que 'accélération généralisée selon v est donnée par

Ay = ——da+—— =0

— —
puisque iy = OA/||OA| et 7ip = O?/HO?H, d’une part, et OA L 7i4 et
OB 1 1ig, d’autre part.
Le principe de d’Alembert Q01 = A1 = 0 permet d’écrire

mgcos(f — 1)

Qu — iiB 2cost

et cette relation est valable quelque soit la valeur de v et donc en particulier
pour ¢ = 0 qui nous ramene a la situation du treillis statique

Contact: elkacimi@uca.ma Département de Physique - FSSM 2015/2016



Formalisme lagrangien

1.2.2 Corrigé
|
%4

|
.
%

/

/
o4

FIGURE 1.5 — Mouvent d’une bille & I'intérieur d’une sphere.

En raison de la symétrie sphérique du probleme, nous allons utiliser les coordonnées
sphériques (r,6,¢). Soit (€,€p,€,) la base sphérique. Rappelons que les vecteurs de
la base sont en rotation dans le repere R(O,zyz), qui est galiléen, avec le vecteur de
rotation ) = éé’w + cpE, k étant le vecteur selon Oz de la base cartésienne. Rappelons
aussi que

de; =

— = QAEg

dt ’
€; étant I'un des vecteurs de la base sphérique.

1. La position de m est repérée dans le systeme de coordonnées sphériques par trois
coordonnées, OM = r. Comme, m doit se déplacer & l'intérieur de la sphere,
alors le nombre de degré de liberté de m est 2. Ainsi seules 6 et ¢ décrivent
completement le mouvement de m.

2. La vitesse de m est

d
v = a(aé})

= a0 A ey
= a(féy+ psinbe,)

I’énergie cinétique est alors

1 )
T = 5 zima2(92+sin92gb2).

Contact: elkacimi@uca.ma Département de Physique - FSSM 2015/2016



1.2 Corrigés des exercices 15
Les forces qui sont appliquées a m sont son poids mg = —ng et la réaction
normale de la sphere N = —N¢,, puisqu’il n y a pas de frottement.

Comme nous utilisons deux coordonnées généralisées que sont 6 et ¢, nous avons
0 ( E) 8OM+( NE,) 00M
= —m - —_ —_ (& [ —
f I 00 Y
- 0¢,
= — kL — Né&.) ==L
mg(a’ 67’) 80
= —mg(ak — Né,) - (€, N€,)
= —mg(ak — N€,) - &
= +mgasinf
et
— —
0 ( E) 8OM+( NE) 0OM
= —m - —_— —_ é [ —
7 "0 oy
oe,

—mg(ak — N&,) -

dp
—mg(ak — N&.) - (k A &)
—mgsinf(rk — N¢,) - €
0

3. Calculons d’abord les différentes dérivées de I’énergie cinétique

T
(?9—9 = ma’sinfcosh
T . d oT
a—. = ma’*) = _8_ = ma?0
00 dt 96
oT
= =0
dp
g_gb = ma’sin®0p — %g_@ = ma? (sin(29)9¢ + sin29¢> .
Aussi les équations de Lagrange du systeme deviennent
%5 = Wy ma20 — %ma2¢281n29 = mgasinf
& o= Q sin(20)0¢ + sin?03 = 0 —> ¢ + 2cotg(f)p = 0(0 # T)

49T _ 9T
{m

4. Si 0 et ¢ = () sont constants, les équations du mouvement deviennent

o= 2
acost

qui n’est valide que si cosf > 0 = —7/2 < § < 7/2, ce qui est le cas. Ainsi les
équations du mouvement sont

b = (|2
acost
6 = constante.

Contact: elkacimi@uca.ma
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Formalisme lagrangien

1.2.3 Corrigé

Soit une perle de masse m qui coulisse sans frottement sur un cerceau de rayon R,
figure 1.6.

FIGURE 1.6 — Mouvent d’une perle sur un cerceau.

1. En raison de la symétrie sphérique du probleme, nous utilisons les coordonnées
sphériques pour décrire la position de la perle.
La perle se déplace sur le cerceau alors » = R et comme son mouvement dans le
plas Ozy est circulaire de rayon Rsinf alors p = Rsinf; p = \/x2 + y2. Ainsi, les
deux contraintes sur le mouvement de la perle réduisent le nombre de degrés de
liberté a 1. On utilise donc § comme coordonnée généralisée du mouvement de la
perle.

2. Calculons I’énergie cinétique,

OM =Re, —V = R
dt
= ROAE,

— R(pk+62,) Né,
- R (gbsin@élp n 9'59>
ce qui donne pour I’énergie cinétique
T = %mV2 = %mR2 (gb2sin29 + 92>
= %mR2 (Q2sin20 + 02>

Calculons ’énergie potentielle. Pour ce faire calculons le travail des forces appli-
quées a la perle qui sont son poids mg = —mgk et R = —Ryé€,. La réaction
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normale ne travaille pas puisque 5W(§N) = —Ryé€, - de,. = 0 puisque €, L dé,.
Le déplacement élémentaire est

dl = dM = Rdé, = RdtQ A&, = R (dgk + d9é, ) A&, = Rdpsindé, + Rd9é,
ce qui donne pour le travail élémentaire du poids

SW(—mg) = —mgRdok-é& = —mgRsin(0)dd
= dV = —6W(—mg) = mgRsin(f)df = V = —mgRcosf + constante

Rappelons que k -€, = 0 et on prend la constante du potentiel égale a 0 puisqu’elle
n’a pas d’effet sur le mouvement de la perle.
Le lagrangien du systéme peut s’exprimer ainsi comme

1 .
L = T-V= §mR2 (Q2sin20 + 02) + mgRcosf.
3. Calculons le moment conjugué p de la perle :
Ny
p b 9

On note que le moment conjugué n’est d’autre que le moment cinétique de la
perle, ce qui est prévu étant donné que la coordonnée généralisée est un angle.
On peut écrire p = I avec I = mR? le moment d’inertie de la perle par rapport
a Oz.

L’expression du Hamiltonien est
H = pd—L
) 1 )
= 16°— 5[ (Q2sin29 + 92) — mgRcosf
1_. 1
= 5102 — §IQ2sin20 — mgRcosf

P o1 2.2
= E—ifQ sin“f — mgRcosf

2 . . 7N ’ . . ’ . .
ot le terme £z peut étre identifié & une énergie cinétique de rotation de la perle

autour de €, ce qui nous permet d’interpréter le terme restant comme une énergie
potentielle effective U(6). Aussi

2

~ - 1
H = % +U(f) avec U(#) = —EIQ2sin29 — mgRcosf
4. Cherchons les extremums de U(6) :
du (e
% = —I0%sinfcos + mgRsinf
= 0= —sinf (IQQCOSG — ng) =0

sinfp = 0= 0y =0 puisque 6 € [—7/2,7/2]
cost)y = Tgf = ﬁ = 0; = iarccosﬁ.
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Cette derniere équations n’a de solution que si

9
RO?

g
< 1=0>0,=,/2

ol Qc est la pulsation de coupure a partir de laquelle on peut avoir un extremum
de U(#) en dehors de celui de 6 = 0.

Trois approches s’offrent a nous pour étudier la stabilité de I’équilibre. Soit on étudie les
mouvements autour des extremums et selon la nature de la solution on peut déduire si
c’est un équilibre stable ou instable (mouvement sinusoidal : stable sinon instable) ; ou
bien calculer la dérivée seconde de U(Q) par rapport a 6 et selon le signe on déduit si c’est
un maximum de U(6) ou bien un minimum ; ou finalement étudier le signe de la dérivée
ce qui donne le sens de variation de U(Q) et par conséquent la nature des extremums.
Calculons la dérivée seconde de U ()

d?U(0) 2
2 - —IQ%cos(26) + mgRcosd
on en déduit que
277 02
U (0) mgR — IQ? = mR*Q*(=%¢ —1) < 0=y =0 est un maximum

de? 02

60=0
a*U (0
Zé ) —2I02cos%0; + IO + mgRcosf

01

= cosb (IQ%cosh; — 1) + IQ?(1 — cos?h)
= JTO%*(1 —cos?0) >0 = 6; est un minimum

Pour retrouver la trajectoire de la perle si les conditions initiales sont 8(t = 0) = 0 et
O(t =0) = 0, il suffit de résoudre ’équation du mouvement autour de 6 = 0.
L’équation du mouvement est obtenue en utilisant soit les équations de Lagrange soit

les équations de Hamilton. En faisant usage de ces dernieres, on

. oOH . P
0 = —=0=-
op I
H 1
p = —%—0 = p= —§IQQSin26 + mgRsinf

or en utilisant la premiére équation on a p = I, ce qui donne finalement

.1
0+ §stin29 — 02%sinf = 0
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ot nous avons utilisé Q2 = g/R et [ = mR2. Comme 0 — 0 alors sin20 = 20 + O(6?) et
sinf = 6 + O(6?), ce qui donne

0+ (Q2-0Q%0 = 0

qui est une équation différentielle de second ordre sans second membre & coefficients
constants dont 1’équation caractérestique est r2 + (2% — Q2) = 0 ayant comme solutions
r = +i/Q2 — Q2 car Q > Qc. Aussi, la solution est § = Ae IV =R 4 Beiv2-02
A et B étant déterminées par les conditions initiales #(0) = 0 = A+ B et §(0) = 0 =
—iy/Q% — Q2(A — B) ce qui donne A = B =0 et donc la solution se réduit & § = 0. Ce
résultat est bien prévisible puisque la position § = 0 est une position d’équilibre donc si
6 = 0, Panneau campe sur sa position d’équilibre.

1.2.4 Corrigé

Dans un espace a deux dimensions (z, z), on considére un milieu matériel d’indice
de réfraction n=n(z). La distance parcourue ds est liée a 'indice de réfraction par ds =
cdt/n, ou c est la vitesse de la lumiére dans le vide, voir figure ci-dessous.

ds \ dx?+dz?

X x+dx X

1. Comme indiqué ci-dessus, si ’on prend un élément de distance dans le plan (z, 2)
dans un milieu d’indice de réfraction n = n(z), nous avons

ds = \da? +dz? = vdt = ——dt —> dt = ") i 1 a2,

n(z) c
Si 'on définit la quantité

2
/ dt = / "2 Ja? dE = / \/ +Zi2d / &) AT e
z

ou ' = dx/dz et minimiser le chemin optique consiste & minimiser le temps que
mettra la lumiére pour parcourir un chemin d’un point A & un point B et donc
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cela reviendra a minimiser la quantité .S, qui jouera le role d’une action. Nous
pouvons déduire alors que la fonctionnelle

n(z
L = L\/1 +2'2 = L(2/,2)
c
joue le role d’un lagrangien. Notons que z joue le role du temps dans le formulation
de Lagrange. On note que L ne dépend pas de x et donc cette derniere est une
variable cyclique ce qui implique que son moment conjugué est une intégrale
premiere

9L _n(x) 2 n(z) dx ~n(2)
Pr = o T T Vita? ¢ ViRid2Z o
ol nous avons utilisé sinf = dz/ds = dz/v/dx? + dz2.

[

sind

P est une intégrale premiere implique que
que la loi de Snell-Descartes.

sinf = constante, qui n’est d’autre

2. On reprend le méme raisonnement et on trouve en exprimant l'intégrale cette
fois-ci en fonction de dz

B
S = / ) V14 22dx
A C

ou x joue le role du temps. On note que L = @\/1 + 22 = L(z,2) et ne dépend
pas de x et donc le hamiltonien associé a L est une intégrale premiere

2
H = pZZ,—L:n(Z)< ~ _,/1_’_2/2)

~n(2) 1
= o Vi
n(z) 1 n(z) dx? n(z)

sinf = constante.

¢ Vit2?2 ¢ VPt d2 ¢

On retrouve ainsi le méme resultat que la question précédente.

3. Trouver la trajectoire du rayon de lumiere consiste a trouver I’équation z = z(x).
On a le choix de partir soit du résultat de la premiere question ou de celui de la
deuxieme question.

Prenons le second résultat,

H-—E g
eVl + 22

et la constante K est déterminée a partir de z’(z = 0) = 0 et z(x = 0) =0 ce qui
donne, sachant que n(z) = ng + Az = n(0) = ny
no

K = —.
c
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Ainsi, nous pouvons écrire

no+Az  _ mg
cV'1+ 22 c
dz Az
— / — —:j: 1 —_— 2—1.
i dx (I+ no)

On pose u = 1+Az/ny = du = A\dz/ny = dz = nodu/\. L’équation précédente
dévient

ng du A
—du = £Vu?-1ldr —= —— = +-—dz.
A Vu?2 —1 ng

On fait le changement de variable u = costhd = du = sinthfdf et on obtient

inth
S?nt o = :I:idx =0 = :I:ix + 6y = u = arccosth(#) = arccosth A
|sinthé| no no no
et on déduit finalement l'expression de z = z(x) par
A
z = %(u -1)= % [arccosth <n—0x + (90) - 1]

1.2.5 Corrigé

Soit un pendule de longueur [ avec une masse placée dans un champs de pesanteur g
et astreint & se déplacer dans un plan (z,y) muni de la base mobile (,, iy). La position
du point M est repérée par OM = li,. Soit R(O,x,y, z) le repere d’étude, munis de la
base cartésienne (;, f, E), que I'on peut considérer comme galiléen. Oz est perpendiculaire
au plan du mouvement et 'axe Ox est pris dans la direction descendante, d’ott § = g;.

1. Le fil inextensible est sans masse et le masse peut étre considérée sans volume et
donc comme un point matériel. Le nombre de mouvements possibles est donc 3.
Comme le mouvement du pendule est dans le plan vertical (z,y), le nombre de
mouvements se réduit a 2, et la position du pendule est contraine par z = 0. Le
fil étant inextensible, alors la distance qui sépare M de O est constante et égale
a l et donc 22 + 3% = [2, ce qui entraine un degré de liaison. Aussi, le nombre de
degrés de liaison est 2 et donc le nombre de degrés de liberté est 3 —2 = 1. La
coordonnée la mieux adaptée pour décrire le systéme est 6.

—

2. Le vecteur position est OM = [, ce qui donne pour la vitesse da

—

- dOM
VIM/R) = ——
/Ry =

R
= [0uy.

3. L’énergie cinétique dans R peut étre déduite ainsi comme suit
1 1

T o= Lo leg
3"V =3
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4. Considérons le déplacement virtuel, 677 = 1001y, qui est confondu dans ce cas avec
le déplacement réel. Le travail effectué est donné par
oW = mg-or
mglébi - @y = —mglsinds0.
Or W = Qydf = Q9 = —mylsind, qui est la composante de la force généralisée
selon la 6.

5. La composante généralisée de I'accélération selon 6 est définie par

dv| orF
Ag = mE . %
R
— mi (éﬁg—é%r> iy
= ml?0.

Nous savons grace au principe de d’Alembert que Ay = Qyp = mi26 = —mglsind —-
6 + 9sinf = 0.

6. Pour établir I'expression du lagrangien, nous avons besoin en plus de 1’énergie
cinétique de 'expression de 1’énergie potentielle

dV = —mg-di = —mgldfi - Gy = mglsindd

ce qui donne V = —mglcosf 4+ C. On peut prendre C = 0. Alors, 'expression du
lagrangien est donnée ainsi par

1 )
L0,do,t) = T -V = §m1292 + mglcosf.

En appliquant les équations de Lagrange, sachant que OL/06 = —mglsind et
OL/06 = mi?0 , nous obtenons
oL doL 0
00 dt oo
= —myglsinf — mi?6 = 0
— 0+ %sin@ =0

1.2.6 Corrigé

Soit une masse m astreinte a se déplacer sur une tige indéformable faisant un angle
0 avec la verticale OX, en rotation imposée avec un vecteur de rotation O = Qiiy. La
masse est attachée a un ressort de constante de raideur k et de longueur a vide [y et glisse
sans frottement. Elle est par ailleurs soumise a son poids. Ce systéeme est a un degré de
liberté, on choisit la distance r = |OM]|. Le référentiel choisi est celui du laboratoire. I1
est galiléen. Le mouvement a lieu dans le plan (Ozy). On prend Oz descendant.
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1. La masselote est un point matériel. Sa vitesse s’obtient par

dOM

V(M/R) = ==
R

7y + rQidp.

I’énergie cinétique est ainsi donnée par

T = §mV2 = —m(i“2 + 7’2(22)
mg = mgi Poids
2. Faisons le bilan des forces : —k(r — lp)d, Force de rappel

R =N =|N|j@ Réaction de la tige sur la masselote (Pas de frottement)

La composante généralisée de la force selon r est donnée par

Q, = (mﬁ—i—fé— k(r — lo)ﬁr> %

= (mg+E=k( ~ 1)) - 7,
= mgcosh — k(r — lp).

3. L’équation de Lagrange selon r, exprimée en fonction de 1’énergie cinétique et des
forces généralisées, est donnée dans ce cas par

dor or

ior or ~ 9

Sachant que 0T /0r = mrQ? et T /07 = m7, nous obtenons ainsi

mi‘—{—mr(E—QQ) = mgcosf + kly.
m
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1.2.7 Corrigé

Le systeme est formé par deux billes reliées par un fil
inextensible. Le systéme est donc formé par deux points
matériels. L’énergie cinétique du systeme est la somme
des énergies cinétiques de chacune des billes. Quant a
I’énergie potentielle, il faut tenir compte du caractere & y
inextensible du fil qui fait que le module de la tension du
fil sur m est égal a celui de la tension du fil sur M. Pour

le nombre de degrés de liberté, le nombre de mouvement = Plateau
total est 6 (2 points matériels), M est astreinte a se 2, kA’j -

déplacer sur Oz donc deux degrés de liaison et m se &

déplace sur un plan, un degré de liaison, et le fil est s >_,i >

inextensible donc une contrainte supplémentaire. Ce qui

fait au total quatre degrés de liaison et donc implique
deux degrés de liberté. On choisit pour les coordonnées ’M
généralisées (r, 0) repérant m sur le plan. Considérons le

repere R(O, zyz), que 'on considere galiléen et la base

modile (€&, €p).

1. Calculons les vitesses de m et de M :

sachant que r + z = [. Ce qui donne pour I’énergie cinétique du systeme
1 .
T = 3 [fz(m—}—M) + mr26?| .

Quant a I’énergie potentielle, calculons le travail des forces appliquées aux deux
billes. Le bilan des forces est

mg Poids de m;

R=|N||[k  Réaction du plan sur m (sans frottement)
ﬁm = —Té¢, Tension du fil sur m;

Mg Poids de M ;

ﬁM — Tk Tension du fil sur M.

Les déplacements respectifs de m et de M sont dreé,. +rdfép et dzk = —drk. Aussi
le travail élémentaire du systeme est

W= (—ng+ = Ta) (dré, + rdfey) — (Tk + Mgk) - (—dr)k
= Mgdr.

Et comme la seule force qui travaille est le poids de M, alors I’énergie potentielle
est ainsi

dV = —Mgdr—=V =—-Mgr+C
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ou C' est une constante que 'on prend nulle (V(r =z = 0) = 0).
Le lagrangien est ainsi donné par

) 1 )
L(r,0,7,0,t) = T—V:§ #2(m + M) + mr?6%| + Mgr.

2. Comme la coordonnée généralisée 0 n’apparait pas dans l'expression de £, donc
elle constitue une variable cyclique. Son moment conjugué est

oL
80
qui est le moment cinétique de m selon Oz. Ce dernier est conservé car I’équation
de Lagrange selon 6 donne

Py = mr20.

oL doL 0
00 dt 9o
d,
Wy _ 0 = py est conservé.
dt
3. L’équation du mouvement selon r est obtenue par I’équation de Lagrange selon r
or_do _
or dtor
mr? + Mg — (M +m)i = 0
2
.. Dy 1 M
— _— = .
" m(M +m) r3 M+ m’

4. Les premiers instants de la chute de M peuvent étre décrits en posant r = [(1—¢),
avec € < 1 et donc (1 —€)73 =1+ 3¢ + O(€?). Ce qui donne

2
. Py M
Je— ——f0 (143 =

‘ ml3(M+m)( + 3¢) M+ m’

. 3 P
ﬁ _— pu— —_ .
M +m) (wM+mﬂ+mmM+m)
2
En posant wi = %, la solution de I’équation différentielle précédente est

de la forme

(t) sinwot ! + M
€ = eosinwpt — [ =+ —5———9 | -
070 3 lwd(M+ m)g

Comme e(t) < 1 et py est constante et donc pg = mr%éo = ml290, nous avons

alors
w2 > 3__M
0 21(M +m)”
. 1M
=0y > bt
2m 1

Dans le cas ot la chaine tombe r — 0 et § = 9.0l2/7“2 augmente. Par conséquent,
la vitesse angulaire augmente au fur et & mesure que m se rapproche de O.
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1.2.8 Corrigé

On utilise le formalisme de Lagrange pour étu-
dier le systéme suivant : une masse ponctuelle my |
est reliée par un fil supposé sans masse de lon- -
gueur [; & un point fixe O. Une seconde masse mso
est reliée par un fil sans masse de longueur Iy a m1

my1. Les deux masses ne peuvent pas se mouvoir |
que dans le plan vertical. 62

m2

1. Le fil inextensible reliant la masse m; a O développe une tension sur m; qui le

maintient & une distance constante de O et donc impose la relation x? + y3 = I2,
et donc la liaison est une liaison holonéme, (z1,y1) étant les corddonées de mq
dans le plan (Oxy). De méme le fil inextensible liant m; & meo et les maintenant
a une distance constante impose (z1 — x2)% + (y1 — y2)? = I2 et donc la liaison est
holonéme également.
Le systeme que nous étudions est formé de deux points matériels. Aussi, le nombre
total de mouvements possibles est 3 -2 = 6. Comme les deux points matériels
doivent rester sur le plan (Ozy), alors z; = z3 = 0. De méme, les deux liaisons
holonémes imposent deux degrés de liaisons ce qui laissent finalement comme de-
grés de liberté 6 — 4 = 2. Aussi, le choix le mieux adapté pour les coordonnées
indépendantes est celui des angles (61, 62) qui reperent respectivement les mou-
vement de m; et de my par rapport a la verticale et que nous prenons comme
coordonnées généralisées.

2. Calculons les vecteurs vitesses de my et de mg. Soit R(O, xyz) un repére que nous
considérons galiléen. Nous avons

V(ml/R) == llélﬁl et V(mQ/R) == llélﬁl + lgégﬁg
— —
ou u1 est le vecteur unitaire de OM et iy celui de My M. Ainsi I’énergie cinétique

du systeme est la somme des énergies cinétiques de chacun des points matériels,
ce qui donne

T = T1+1T
1
= 5 [m1V2(m1/R)m2V2(m2/R)]
1 242 242 | 1242 W
= = [mlllé?l +my (1191 + 1202 + 1y 1561 foc0s (61 — 92)>]
1r.. ) .
= 5 [l%@%(ml + m2) + mgo <l%9§ + l1129192COS(91 — 92))} .

Le bilan des forces appliquées au systeme sont

Contact: elkacimi@uca.ma Département de Physique - FSSM 2015/2016



1.2 Corrigés des exercices 27

mig Poids de mq
mag Poids de mo
fl = —Tyu; Tension du fil I; sur my
fg = Thils Tension du fil Iy sur mq
fg = —Tsiy Tension du fil Iy sur ms.

Considérons un déplacement virtuel élémentaire de mq d M7 = 1160177 et celui de
my est OMy = 1100171 + 1500575, ou vU; sont les vecteurs unitaires perpendiculaires
dans le sens direct aux vecteurs u;. Le travail virtuel élémentaire est donné par

N I
ow = <m1§+ T + TQ) -OMy + <m2§+ T3> - 0My
—mlllgsinﬂlédﬂl — mag (llsin91691 + l28iD92592)
= —gsinfy (m1l1 + m2l2) 6601 — m2glosinda 6o

ce qui donne pour les composantes généralisées de la résultante des forces

oV .
Qo, = ——7 = —gsinbdi (mily + maly)
0641
Qo, = —g—;; = —m2glssinbs.
ce qui donne
gTV = gsinf, (m1l1 + mglg) = V = —gcosh, (m1l1 + m2l2) + C1(92)
3_9‘}2 = C1(62) = m2glasinfy = C1(6) = —m2glacosty + Co
ce qui donne pour le potentiel
V(@l, 02) = —gcosty (m1l1 + mglg) — m2glacosty + Cs.

Le lagrangien est ainsi donné par
L [age 242 o
L= 5 [}630m +ms) +m (1363 + 11a6165c05(01 — 62)) | +
+gcoshy (mily + mals) + m2glacosfs + Co

3. Nous avons

I .
37 = —gsinfy (m1l1 + m2l2) — m2l1l291928in(91 — 92)
1
oL _ L
(97 = —TTLQQZQSHI@Q + m211l20162s1n(01 — (92)
2
aL 2 by by
87 = llé?l(ml + mg) + mglllgezcos(el — 02)
1
I, . .
a—. = mgl%(gg + m2l1l201c08(01 — (92)
00,
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L’équations de Lagrange selon 61, s’écrit comme suit

g—el — %3—01 = —gsinfy (m1l1 + mglg) — m2l1l291928111(91 — 92) +
+l%91 (m1 + mg) + moalils (égCOS(Ql — 92) — élégsin(ﬂl — 92))
= —gsin01 (m1l1 + mglg) + l%él(ml + mg) + mglllgégcos(el — (92) =0

et celle selon 64

OL d oL

20, di o6, = —gsinfamals + moalilaf:102sin(f; — 62) +

+m2l%é2 + mglllg (élcos(el — 02) + élégsin(éﬁ — (92))

= —gsinfymols + mgl%éQ + m2l1l2é1008(91 — 92) =0

1.2.9 Corrigé : Machine d’Atwood. Contraintes

Le dispositif de la machine d’Atwood est décrit par la figure ci-contre.

9] X
Poulie 1
Z -
Tl
\ Poulie 2
m; T /
2
mla '\>|7—>
> oms
m,g
m,g’

Notons le plan dans lequel le mouvement a lieu par (Oxz) et 'axe Oz est déscendant.
et soient z;,7 = 1,2,3 les cotes respectivement de m;,i = 1,2, 3.
1. Les forces appliquées aux trois masses sont
— le poids m g et la tension du fil T appliqués a la masse my ;
— en "absence du frottement au niveau de la poulie 1, la tension du fil appliquée
a M est T). M est soumise également au poids Mg.
— le poids msg et la tension du fil fg appliqués a la masse mo ;
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— en 'absence du frottement au niveau de la poulie 2, la tension du fil appliquée
a mg est Ty. mg est soumise également au poids msg.
Les forces de liaison sont les tensions 17 et T5.

2. Le caractere inextensible des fils implique que la longueur des fils reste constante
et égale a L, ce qui implique

L:(Zl—l0)+(z—lo)+7TR1 — fl(zl,ZQ):(21—l0)+(z—l0)+7TR1—L:0Poulie1
L= (z2—2)+(z3—2)+7mRy = fa(21,22) = (22 — 2) + (23 — 2) + TRy — L = 0 Poulie 2

et les deux contraintes sont ainsi holonomes puisqu’elles ne dépendent que des
coOtes ; z étant la cote de la poulie 2.

3. Le systeme est formé de 4 masses considérées comme des points matériels, ce qui
donne pour le nombre total de coordonnées 4 x 3 = 12. Comme le mouvement
est dans le plan (Ozz) alors les coordonnées selon Oy sont nulles, ce qui laisse
12 — 4 = 8. Le mouvement des masses est dii a la gravité et donc les trajectoires
sont rectilignes ce qui implique que les coordonnées selon Oz sont constantes, ce
qui laisse 8 — 4 = 4. Nous avons deux contraintes holonomes f;,7 = 1,2 ce qui
donne pour le nombre de coordonnées indépendantes 4 — 2. Aussi le nombre de
degrés de liberté est égal a 2. On peut choisir comme coordonnées généralisées z;
et z9. Les autres cotes se déduisent comme suit

z = L+2y—7Ri— =
23 = L+22—7TR2—22=3L+4l0—7T(R2—R1)—(22’1+2’2).

4. Appliquons le principe fondamental de la dynamique au systeme formé par les
trois masses et la poulie 2, en projetant sur 'axe Oz

mizy = mag—T} — mizZi+T1 = mag
moZo = maog — 15 - moZo+ 15 = mag
m3zz = mgg— 1> — -—mg(2% + %) +1r = mag

Mz = Mg—T1—|-2T2 — —M:Z:l—i-Tl—QTQ = Mg

aussi nous disposons de quatre équations a quatre inconnues que ’on peut mettre
sous forme matricielle

ml 0 1 0 Z1 mig
0 mo 0 1 22 . mag
—2m3 —ms 0 1 T1 o msg
-M 0 1 -2 T Mg

et que 'on peut résoudre en utilisant la méthode de Cramer
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mig 0 1 0
meg mg 0 1
msg —ms3 0 1
. Mg 0 1 =2 . (m1 — M) (M + mg) — 4dmoms
= ml 0 1 0 N (m1 + M) (m2 + mg) + dmoms
0 mo 0 1
—2m3 —m3 0 1
—M 0 1 -2
mq mig 1 0
0 mag 0 1
—2ms3 mszg 0 1
. -M Mg 1 2 . (m1+M)m2+(M—3m1+4m2)m3
2= ml 0 1 0 (my 4+ M) (ma + m3) + 4mams
0 mo 0 1
—2m3 —m3 0 1
—M 0 1 -2
mq 0 mig O
0 mo mag 1
—2m3 —m3 msg 1
T -M 0 Mg -2 _ 2mq [4m2m3 + M (mg + mg)]
! ml 0 1 0 (m1 + M) (m2 + mg) + 4dmomsg
0 mo 0 1
—2m3 —ms 0 1
—M 0 1 -2
mi mig 1 0
0 mog 0 1
—2m3 msg 0 1
T -M Mg 1 -2 _ dmimeoms
2 ml 0 1 0 (m1 + M) (m2 + mg) + dmoms
0 mo 0 1
—2m3 —ms 0 1
—M 0 1 -2

Notons que les accélérations sont constantes ce qui est attendu puisque le mou-
vement est rectiligne et uniformément varié.

1.2.10 Corrigé

On munit le repere utilisé de la base cartésienne (1, 7). Soient (z¢, yg) les coordonnées
cartésiennes du centre de masse G.
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Y
Al > Ra
G T?)B
"o, T
o g

1. Les forces appliquées a 1’échelle sont
— le poids Mg';
— la réaction au point A R A
— la réaction au point B Rp ;
— la tension du fil 7.

sachant que les forces de liaison sont R A, EB et T.
2. La contrainte de liaison imposée en B, en plus de R = RpJ, est que ][@\\ =1.
Comme O? = @ + C@ = zgi + yaj + % (COSH;— sinHj) = (x(; + %cos@) i+

(yG — %Sinﬂ) j, alors la contrainte se met sous la forme

L 2 L 2
<xG + 50080) + (yc - Esin6’> —1?=0

qui est donc une contrainte holonome.

Quand I’échelle se déploie (s’ouvre), avant d’atteindre sa position d’équilibre,
le nombre de degrés de liberté possibles de 1’échelle est six, trois translations,
décrites par les coordonnées du centre de masse G, et trois rotations. Comme le
mouvement a lieu dans le plan, alors deux coordonnées suffisent pour décrire la
position de G et seule une rotation est possible, décrite par I'angle §. Comme A
est astreinte a se déplacer sur le mur et B sur le sol, alors on a

OA = Lsinf et OB = Lcosf.
On peut ainsi déduire que

OG = OA+AC

- L - L -
= Lsinfj — §sin9j + §COS(9i

L . - L - L L .
= §sm6?j + 5(:0802 = g — ECOSG =0et yg— §sm6 =0

ces deux dernieres équations étant deux liaisons holonomes, ce qui réduit le
nombre de degrés de liberté a 3 —2 = 1.
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3. On se propose d’établir ’expression de la tension T =-Ti.

3-a) On choisit le déplacement virtuel 66, qui consiste a ce que lorsque 0 passe a
0 + 660 ’échelle se déplace de maniere que A glisse sur le mur et B glisse sur
le sol. Aussi le travail de R4 est nul et celui de Rp 'est également et c’est le
résultat recherché.

3-b) Pour établir 'expression de la composante de la force généralisée Qg associée
a la coordonnée généralisée 0, il suffit d’exprimer le travail élémentaire sous
forme W = Qgd6. Sachant que

SW = —Mgj-60C+T. 0B

et que O? — Lcosti —> 50? — —Lsin#é07 et O? = % <cos€f—|— sinﬂj) ce
qui implique pour ce dernier que 50? = % (—sinﬂz—{— COSH;) 06, Vexpression

du travail élémentaire devient

L M
ow = —Mggcos«%@ + LTsinfé0 = — <Tgcos0 — Tsin@) Ld6.

ce qui permet de déduire que QQy = — (%COSH — Tsin9> L.

3-c) Le principe de d’Alembert stipule que 0W = 0, comme 06 est arbitraire cela
implique que Q9 = 0 et donc

M 1
Tgcosﬁ —Tsinf=0=1T = gMgcotgH

et qui n’est d’autre que le résultat recherché.

1.2.11 Corrigé

On considere un cerceau (C') de centre O et de rayon a faisant partie du plan vertical

(Ozxy). Soit AB une barre de longueur Hzﬁ” = av3 et dont les extrémités A et B
glissent sans frottement sur (C'), voir figure ci-apres.
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Avant de répondre aux questions de cet exercice, établissons d’abord quelques rela-
tions géométriques.

A
Le triangle (OAB) est isocele car OA = OB = a. Comme G est le milieu de AB,
A
alors O? L zﬁ car OG est la bissectrice de 'angle (AOB). On en déduit alors?

OA = OB=a

OG = \/OA2—AG2:\/a2—ia2:%a
V3

GM1 = GM2 = Ta
3 1 VT
OM, OM, = /GM2 + OG a\/16+4 G
oG a/2

= 0G)= —— | = arccos = arccos 2—ﬁ
B = (M;OG)= arccos <OM1> = (aﬁ/él) = ( = )

1. Les forces appliquées au systeme > sont

— Poids Mg appliqué en G;

— Poids m1 g appliqué en M ;

— Poids mag appliqué en My ;

— Réaction de (C) sur la barre en A, R, dont la direction est normale & la
surface de contact puisqu’il n’y a pas de frottement ;

— Réaction de (C') sur la barre en B, Rp, dont la direction est normale & la
surface de contact puisqu’il n’y a pas de frottement ;

R A4 et EB sont des forces de liaison.

3. les expressions ci-dessous sont les modules des vecteurs considérés.
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2. Rappelons que (X) = (AB) + (m1) + (mz2). Comme les points matériels m; et mo
sont solidaires de la barre, I'ensemble peut étre considéré comme un seul solide.
D’ou les coordonnées décrivant le mouvement de X sont les coordonnées du centre
de masse G, xg, yg et zg, d'une part, et les angles de précession, de nutation
et de rotation qui se réduisent a I’angle 0, d’autre part. Comme le mouvement a
lieu dans le plan du cerceau confondu avec (Ozy), cela implique que zg = 0. De
meéme, les extrémités de la barre se déplacent sur le cerceau, ce qui engendre les
contraintes

a a
T = —sinf et = ——cosf
G 5 Yya 5

ce qui laisse finalement une seule coordonnée indépendante 6. D’ou le nombre de
degré de liberté est égal a 1.

3. Le déplacement virtuel ne faisant pas travailler a la fois R 4 et R B coincide avec le
déplacement réel ou A et B glissent sur (C') car les réactions sont perpendiculaires
au déplacement et donc leurs travaux sont nuls.

1.212  1%¢ méthode

Considérons la base polaire (€., €). On note bien que

€, = sinfi — coslj

e = cosbi+ sinH}

} — ¢, = [coseﬂ sinfj| 66 = 56@,.

Aussi, les vecteurs position et les déplacements élémentaires sont donnés par

oc¢ — gé; — 50C = gaegg

OM, = OC+GM,
a._, a\/§

R —
= §€r_—4 y» — 00OM, = 560‘1‘—4 er| 00

OM, = OC+GM,
a._, av3

—
= —er—{——_‘g — 00OM, = |=€y —

5 1 5 ——e,| 40.

Le travail élémentaire est alors égal a
— —
SW = mig-SOM, +mag-OMs + Mg - 60C

3
= § [(ml —mz) %é}—i—(ml +m2+M) géb] 60

= —9- [— (m1 —ma) affcosﬁ + (m1 +mg + M) gsinel 00
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sachant que § = —gj. Le principe de d’Alembert stipule que 6W = 0 et comme
06 est arbitraire alors

3 1
— (m1 — ma) %cosé? + (m1 +mg+ M) §sin6 = 0

= tgf = V3 _mi —my
& = 2 my+me+ M

Notons bien que si m; = mg alors tg(6) = 0 ce qui est attendu puisque dans ce
cas la la barre sera en équilibre dans la position verticale.

1213 2%me méthode

2
— - L - 5
OM; = 4@ [—sin(ﬁ—@)i—cos(ﬁ—@)j} et OMy = 4@ [Siﬂ(ﬁ—l—@)i—cos(ﬂ—i—e)j]
ce qui donne pour les déplacements élémentaires

Etablissons les expressions des vecteurs positions suivants O? =42 (sin@g — cos@j) ,

-

50_—_)M1 = ga [COS (B—0)i—sin(8— 9)]} 00

—

SOM, = ga [cos (84 6) 7+ sin (3 +) 7] 36
50? = g |:COS(9;+ sin@ﬂ 00
et pour le travail élémentaire
SW = mig-60M, +msg-60Ms + M- 60C.

Comme g = —gj, alors

oW =

—}—mlgagsin (B—0)— mwa?sin (B+0)— Mg%sin@] 00
VT . : : : a .
= ga— [mq (sinfcosf — sinfcosfB) — mq (sinfcosh + sinfcos3)] 60 — M9581n959

= ga\/T7 [(m1 — mg) sinfcosh — (my + msa) cosfsind] 60 — Mg%sin&&@.

Or le principe de d’Alembert donne 6W = 0 et comme 06 est arbitraire alors

VT

ga— [(m1 — mg)sinfcosd — (my + ma) cosfsing] — Mggsinﬂ =0
7 7
= tgh | M + g (m1 4+ mg)cosfB| = g (mq — mg) sinf
VT

5 (m1 - mg) sinﬂ

M + 4 (my + mg) cosf

= tgf
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avec sinf = GMy/OMy = Zﬁﬁ =/21/7 et cosf = OG/G My = a%2/4 =2V7/7

ce qui donne finalement

tghd = —§ (my = m3)
M +mq +mg’

On vérifie bien que si m; = myo alors tgd = 0 = 6 = 0 ce qui est attendu car
dans ce cas la barre sera en équilibre dans la position horizontale.

4. Soient @ap,1a,UB et U les vecteurs unitaires respectivement des directions de
A ,EA,EB et OG. On cherche un déplacement virtuel qui annule le travail de
R 4. Pour ce faire, on considere une rotation du cerceau d’'un angle ¢ autour du
point A en fixant 6. Considérons le repere fixe R1 (A, x'y’2’) et la base cartésienne
qui lui est associée (7,7, k). La rotation a lieu donc autour de Az’. Soit Tap le
vecteur unitaire L & ©ap. On peut écrire

ﬁ = aV3iap

. 3
AM, = a%ﬂ’AB
3
AC = agﬁAB
—_— 3v3
AM, = anﬁAB

1@ = aV3iag.
Comme @45 = cos(0+¢)7 +sin(0+¢) ) = diap = (—sin(@ + )i + cos(6 + gp)j’) dp =

dpiap. Le travail élémentaire engendré lors du déplacement virtuel, calculé dans
R1, est alors égal a

SW = mag-0AM, +mag-SAM + M- 5AG + R - 6AB

sachant que R4 ne travaille pas car le point A ne se déplace pas.
Or §=—gj' = —g[sin (0 + @) iap + cos (6 + @) Vap] = §-Uap = —gcos (6 + )
et EA = Rpip = Rp —gﬁAB + %UAB} — EA - A = %RB. En substituant

les différentes expressions dans le résultat du travail élémentaire, on obtient

M 3 3
oW = | —agV3cos(d + ¢) oo 2 ey aiRB dep.
4 2 4 2
Or dp est arbitraire ce qui implique que 6W = 0 et donne

Rp = gcos( + o) <%+M—i—3—?2>

Cette derniere relation est valable quelque soit ¢ et particulierement pour ¢ =0

ce qui donne comme résultat final

Rp = gcos@(%—l—M—{—?).
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1.2.14 Corrigé

1. Calculons j—g. Tout d’abord rappelons que

d dz 0 07 0 0

do ~ 009 a0 ' oa

avec 2/ = 0z/0x. Ainsi,

ar /@
doo 1
Or 0z/0a = n(z) et 2/ = y'(z) + an/(v) = 02’ /0a = n/(z), ce qui donne

dI 22 [QF OF ,
= |G+ G| as

1

0z da 0z da

OF [2(z, ), %(x,a),x] 0z N OF [z(x, ), %(m,a),x] 82'/] i

On integre le deuxieme terme par partie

% gF | OF 1™ [ 4 [OF
S s = | 55| = [T | e

T1 T 1

T2

comme 7(z1) =n(xy) =0 = [%n(w)] = 0 et nous obtenons

1

A G AT P
doe ), 9z  dr |92]) "N

1
2. Sachant que I[y] est extrémale si j—£|a=0 = 0, et comme

OF [2(z, ), %(x, ), z]
0z

OF (y,y', x)
oy’

OF (y,y,x) ot oF [z(:c,a),%(m,a),x]
oy 0z

nous pouvons écrire

A

comme 7(x) est arbitraire alors

df
do

a=0

d_f — 027 -
do B

OF (y,y', ) d [81 (yay/,l")}
- - 5 5 _0
oy dx

a=0

et qui n’est d’autre que ’équation d’Euler.
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3. Le chemin optique est donné par

L = /nds
1
= /n\/dy +d:c2—/n1/1—i— dx—/ (1+4y?)? dz.

En partant des résultats de la question précédente, on peut noter que
1
F(y,y/,z) =n (1 + y'2) 2
On note que F(y,y', ) ne dépend pas de y et en appliquant I’équation d’Euler

dOF _ 4
de 0y dx

/
Yy | =0
(1+y?)2
ce qui donne 3y’ = Cte = y = ax+b ol a et b sont des constantes. On en conclut
que le chemin emprunté par la lumiere selon le principe de Fermat est une droite.

1.2.15 Corrigé

=7,

Soit R(Oxyz) un repere galiléen et soit AB une AT
barre homogene pesante de masse m et de lon-
gueur 2a et de section négligeable. L’extrémité
A de la barre glisse sans frottement le long de
Oz et lextrémité B glisse sans frottement sur
le plan Ozy. On désigne par ¢ l'angle que fait
OB avec Oz, 6 celui que fait AB avec AO. Soit
R1(Oz1y121) le repere relatif tel que Oz est
porté par OB, voir figure ci-contre.

X
£V =
v<

Soient (;, 7, E) la base cartésienne liée a R, (;1,51, k= E) la base cartésienne liée a Ry
et (i, Uz, UWs) une base orthonormée directe telle que i est le vecteur unitaire de la
direction de AB, iy appartient au plan contenant (/;, U1 ) et Uz perpendiculaire a ce plan.
Autrement dit, (@7, We, U3) est liée aux axes principaux de la barre.

1. Bilan des forces sachant que les réactions sont normales étant donné que la barre
glisse sans frottement en A et en B :
e le poids mg = —ng
e la réaction de Oz sur la barre au point A : RA = RAzl ;
e la réaction du plan (Oxy) sur la barre au point B : Rp = Rpky ; ;
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2. Relevons les contraintes :
— D’extrémité A glisse sur Oz ce qui implique deux contraintes x4 = 0et y4 = 0;
— B glisse sur le plan (Ozy) ce qui donne une contrainte zp = 0,
ce qui donne au total trois contraintes.
Etant donnée que la section de la barre est négligeable alors le nombre de degrés
de liberté est de 5, les trois coordonnées de G et deux rotations repérées par ¢ et
0. En raison des trois contraintes, le nombre de degrés de liberté est finalement
2. Les coordonnées généralisées que 'on utilisera sont ¢ et 6.
Une deuxieme approche consiste a retrouver les parametres indépendants qui
décrivent le mouvement de la barre. On part de cingq parametres (zq, ya, 2G, 0, ©)
puisque la barre est de section négligeable, G étant le centre de masse de la barre.
Comme

OG = OB+ BCG

= 2asinf <cosgo;—|— singpf) + acosfk

et donc xg = 2asinfcosp, yqg = 2asinfsing, zg = cosf. 11 suffit alors des deux
angles 6 et ¢ pour décrire le mouvement. Et donc le nombre de degrés de liberté
est égal a 2.

3. L’énergie cinétique de la barre est obtenue en utilisant le théoreme de Koenig :

T = lmvg + thJ(;Q
2 2
ol Vg est la vitesse du centre de masse, () est la matrice colonne composée par
les composantes du vecteur rotation W(AB/R), qui rappelons le est le méme que
celui par rapport au référentiel du centre de masse, et Jg est la matrice d’inertie
au point G. Exprimons () et Js dans le repere principal de la barre dont les axes
principaux ont pour vecteurs unitaires (1, i, Us), voir figure. Aussi la matrice
d’inertie dans (i, i, U3, ) de la barre est alors donnée par

1 0 00

Jo = gma2 010

0 01
et le vecteur rotation a pour expression dans cette base
& = ¢k—0j

= ¢ (—cosfil; + sindiiy) — Oils.

Rappelons que i3 est parallele fl. Aussi,
—pcost

Q = psinf
—0
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ce qui donne

1 1 0 0O —pcost
3 NI = Ema2 (—cpcosH psing  — 0) 010 psinf
0 01 —0

1 )
= éma2 (gb2sin29 + 92>
Quant a la vitesse du centre de masse
= d - .7
Vo = T (acosﬂk: + asm921)

= —afsindk + afcosbiy + agsindj
2 242 2.2 2
= Vi = a“0” +a"psin“l

L’énergie cinétique est ainsi donnée par
Lo 9lp2, .2 2 Lo 9(p2, 2.2
T = gma [9 + ¢~sin 9]+6ma <6’ + ¢°sin 0)

9 )
= gma2 <02 + cpzsin26?>

4. Comme EA et ﬁB ne travaillent pas, EA . 5&1 = ﬁB . 5@ =0, alors

. 00C L9 L
Q, = mg- W = —mgk - % (acos@k: + asm@zl) =0

. 90C L9 L ,
Qs = mg- 50— —mgk - 20 (acos@k: + a81n921) = mgasind

5. Les équations de Lagrange en fonction de ’énergie cinétique et des composantes
généralisées des forces sont données par

dor or 4 ,d(psinf)

E% _ % = Q,= gma — 5 0= cpsin26? = constante = K
doT oT 4 .2
%% -5 = Q= gma26 — gma29b2sin26 = mgasind
.. tgd
— H—KCOg —3—gsin9:0

sin?0  4a
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1.216 Corrigé

4
z
)
Un disque D de rayon a et de centre de masse C D, | ¥ X,
roule sans glisser sur un deuxieme disque Dy de a C
rayon b. A I'instant ¢t = 0, D est situé au sommet o |
de Dy, figure ci-contre. (D1) tourne avec une vi- K gb
tesse angulaire 1. La position de (C) est repérée o <:_)p
par l'angle ¢. On se limite au cas ou (D) reste i X
en contact avec (Ds). On utilise dans cet exercice &

la méthode des multiplicateurs de Lagrange.

Soit R(O, zyz) le référentiel 1ié & (Dy) et (i, ], k) sa base cartésienne, supposé galiléen.
Et soit R.(C,z1y121) le référentiel du centre de masse de (D) dont la base cartésienne
est (;1,51, El) Notons que (€, €,, —j= —fl) forme une base directe.

1. La condition de roulement sans glissement de (D7) sur (D) est

— —

V(I eD,/R) = V(I€DyR)

comme (Ds) est immobile alors la condition de roulement sans flissement est

—

V(I €Dy) = —¢jA(a+b)E, —hji A(—aé))
= ((a+b)p—ap) @ =0—= (a+b)p—ap =0

2. Le mouvement de (D7) est décrit par celui d’un point de référence, que I’'on prend
égal a C, et trois rotations. Comme le mouvement a lieu dans le plan Ozz, cela
réduit les parametres décrivant le mouvement de C' & z. et z. et celui décrivant
la rotation de (D;) autour de C'y; a I’angle ¢». Comme (D) reste en contact avec
(D3) alors la réaction normale en I de (Ds) sur (D7) est non nulle, ce qui implique
que OC = a+bet . = (a+ b)cosp et z. = (a + b)sinp. Aussi, les parametres
décrivant le mouvement de (D;) sont ¢ et ¢ qui sont lié par la condition de
roulement sans glissement.

3. L’énergie cinétique de (D;) est obtenue en appliquant le théoreme de Koenig,
sachant que (D) est en rotation dans R, autour de 'axe A = C'y, par

1 - 1
T(Dy) = imV(C/R)2+§JAQQ

ou Ja = %ma2 est le moment cinétique de (D;) par rapport a Cy; et Q est le
vecteur rotation de (D;) dans R; qui est égal a Q = —4j,. Aussi

— bd 1 1 M
V(C/R) = —¢kA(a+b)é,=(a+b)pe, = T(Di) = 5mla+ b)2p% + ZmaQQ,Z)Z.
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Quant a I’énergie potentielle,

dV = mg- dOC' = —mg(a + b)k - dpé,
= mg(a+ b)sinpdp =V = —mg(a + b)cosp + Vp.

On prend V(¢ =0) = 0 = Vj ce qui donne V = —mg(a + b)cosep.
4. Le lagrangien de (D7) est donné par

L = T-V
1 1 .
= Em(a + )% + Zma%/zz + mg(a + b)cose.

Pour établir les équations du mouvement nous avons besoin d’introduire les mul-
tiplicateurs de Lagrange. Comme nous avons une seule liaison f(p,%) que l'on
peut déduire de la condition de roulement sans glissement en intégrant sur le
temps : f(p,¥) = (a+b)p —ap — K = 0 ou K est une constante. Aussi, nous
introduisons un seul multiplicateur de Lagrange A et les équations de mouvement

deviennent
0L d oL of . 2. _
%—Ea—(p—i-)\% = —mg(a+b)sing —m(a+b)*$+ A(a+b) =0
OL d oL of 1 5 B 1 "
%—%a—d}—k % = 2ma¢ aA=0=—= = 2ma1/1
. +b 1
(a+b)p—ayp = 1/1—— :>)\_—§m(a+b)

ce qui permet de déduire les équations du mouvement

54 29 . 0
————sin =
T3t
- a-+b .
P = @

a

5. Retrouvons les expressions des composantes généralisées de la réaction tangen-
tielle Ry selon ¢ et 1 :

o 1 mglath)

Qy, = (990 =ANa+b) = 2m(a+b) P = 3 sing
B (9f B 1 L1 .

Qy = 8¢ = —a\ = 2ma(a +b)p = 3mgasmcp

1.2.17 Corrigé

Une particule de masse m et de charge q se dépalce dans une région oli regne un champ
électromagnétique (E = —6( )— Bt A B — V/\A) ou A= ff(a:,y, z;t) et o = p(z,y, 2;t)
sont respectivement le potentiel scalaire et le potentiel vecteur et V = (9/0x,d/dy, 0/0z)
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est 'opérateur nabla. La position de la particule est repérée par les coordonnées & =
(1,22, x3) et sa vitesse est donnée par v = (v] = 41, vy = d2,v3 = &3, ). Les coordonnées
généralisées et les vitesses généralisées coincident avec les coordonnées et les composantes
de la vitesse de la particule.

1. On sait que

4 To—+ Yy + 22 + 9
dt or Yoy 79 T ot
L= 0
vV 4+ E
ce qui implique
7 A;
dt V(4 ot
aussi on écrit de maniere générique
dA Y\
2= (VA ==
dt @-V)A+ 5

2. Sachant que
B = VAA=GAB=7A (ﬁ/\/f) = 0;VA; — (1;V;)A

Rappelons que tout indice répété correspond a une somme sur cet indice.

Ainsi
F; .

0A;

= —VZ'QD - —8t + vjVZ-Aj — (’U]'VJ')AZ‘
dA; S

= —Viﬁp—W—FU-VAZ‘-FU]'VZ‘AJ‘—U-VAZ'
dA;

= —Viﬁp - W + UjviAj

or v;V;A; = V;(vjAj), car z; et v; sont indépendantes les unes des autres, et
8?}]'
avi

0
(p —vjdy) =

Nous avons utilisé le fait que ¢ et A ne dépendent pas des vitesses. Ce qui permet
d’écrire finalement

F = q<—Vi<<p—?7'/T>+%3%i <‘P_77'g>> :%gg_g;

avec V =¢q <g0 — - ff), et qui n’est d’autre que la relation recherchée.
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3. Le lagrangien de la particule chargée soumise a ’action de la force de Lorentz est

alors
1 S
Lty = = T-V=5(@+i"+2) —q (¢_5.A)
4. Calculons les moments conjugués
oL .
Pe = o =mi+qA
0%
oL .
Dy = Er my + qAs
oL
D. = S =mi+qA3
0%

5. Le hamiltonien de la particule est donné par

(2 + 9%+ )" +q (o -7 4)

DN |

H(wipist) =piai — L = m (% + 9%+ 22) +qv- A -

L o
= imv + qp.

Comme le champ magnétique ne travaille pas, le potentiel vecteur ne figure pas
dans l'expression du hamiltonien. De méme, ’énergie mécanique de la particule
est la somme de I'énergie cinétique et de I’énergie g¢p.

1.2.18 Corrigé

Considérons une particule qui se déplace dans le plan (OXY). Sachant que I’énergie
cinétique T' = T'(z,9) et que L(z,y,%,y,t) =T — V, dire quelle est la loi de symétrie a
laquelle obéit le lagrangien et quelle grandeur est conservée dans les cas suivants :

1. V(z,y,t) = ax

Comme le potentiel ne dépend pas explicitement du temps, alors le lagrangien
non plus et donc ’énergie mécanique du systeme est conservée;
y est une variable cyclique, alors p,, I'impulsion selon Oy, est conservée ;

2. V(x,y) = at(z?® +y?) :

Le potentiel dépend de 72 et donc invariant par rapport & une rotation par rap-
port a n’importe quel axe ce qui implique que le moment cinétique par rapport
au point O est conservé.

3. V(z,y) = a(z —y)

Le potentiel ne dépend pas explicitement du temps alors I’énergie mécanique est
conservée. De méme si I'on fait une translation de s selon Oz, v — 2’ = = + s,
et selon Oy, y — ¢y =y + s alors V(2/,y) = a(2’ — ') = a(x — y) = V(z,y).
Et donc le lagrangien est invariant par rapport a cette translation. Notons que le
fait que l'on fasse la méme translation selon Ox et Oy, la translation résultante
se fait selon la médiatrice et donc selon le théoréme de Noether,I’impulsion est
conservée selon la direction de cette médiatrice.
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CHAPITRE 2

Formalismne Hamiltonien

2.1 Exercices

2.1.1 Exercice

On considere une barre AB homogene de longueur 2a et de masse m dont 'extrémité
A est attachée a un ressort de constante de raideur k. L’extrémité A est assujettie a se
déplacer sans frottement sur 'axe Oz d’un repere R(Ozyz) supposé galiléen. On repere
la position de A le long de Ox par OA = x. La barre AB reste dans le plan vertical Oxy
et fait un angle € avec la verticale passant par A, voir figure ci-contre. On négligera la
longueur a vide du resssort.

1. Montrer que la barre admet deux degrés de li- AY
berté.
On utilise les coordonnées généralisées x et 6. X A X
2. Etablir les expressions de I’énergie cinétique T et o X >
de I’énergie potentielle V' de la barre AB. En dé-
duire le lagrangien L est les équations du mouve- 8 2a
ment.

3. Déterminer les moments conjugués p, et pg rela-
tifs aux coordonnées généralisées z et 6.

4. En déduire le hamiltonien H et retrouver les équa-
tions du mouvement.
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2.1.2 Exercice

On considére un électron de masse m et de charge —e soumis a I'attraction électro-
statique d’un noyau +Ze. On considere que le reférentiel lié au noyau est galiléen. On
utilisera les coordonnées sphériques comme coordonnées généralisées.

1.

2.
3.

2.1.3

Ze?
4meg ”

Ecrire le potentiel V(7) en coordonnées sphériques (r, 6, ¢). On posera k =
Ecrire le lagrangien du systeme L(r, 0, o, 7, 0, ¢; t).

Donner I'expression du hamiltonien H(r, 6, ¢, pr, pg, ppit). Que représente-t-il ?
est-il conservé ? Justifier.

. Trouver une autre constante du mouvement. Quelle est son interprétation ? Cette

constante peut étre choisie égale a zéro. Pourquoi ?
Montrer que ce choix est équivalent a prendre ¢(t) =constante Vt. Avec ce choix,
donner 'expression du nouveau hamiltonien.

. Ecrire les équations de Hamilton et identifier une nouvelle constante du mouve-

ment.

. Montrer qu'un mouvement circulaire est possible. Donner le rayon r. du cercle

en fonction des données initiales 7o et €. En déduire expression de la vitesse
angulaire a communiquer a 1’électron pour que r. soit égal a ry.

Exercice

Considérons un systeme a un degré de liberté et soit M un point de I'espace des
phases dont les coordonnées sont (g, p). Le point M’ est le point de I'espace des phases
de coordonnées (Q, P) obtenu & partir de M par une rotation d’un angle .. On cherche &
montrer que cette rotation est une transformation canonique et a déterminer une fonction
génératrice F(q, Q) qui la décrit.

1.

214

Etablir la matrice jacobienne de la transformation et montrer que la transforma-
tion est canonique.

. De quel type est la fonction génératrice F(q, Q) ? En déduire les expressions de p

et de P.

Déterminer 'expression de F(q, Q).

. Soient X(q,p) et Y(q,p) deux grandeurs dynamiques. Montrer que le crochet de

Poisson de X et de Y satisfait

0X9Y 0X09Y
XY -
XYl 0Q OP 9P 9Q
Conclure.

Exercice

Les quatre types des fonctions génératrices décrivant les transformations canoniques
peuvent s’obtenir les unes des autres par des transformations de Legendre. On se propose
d’en montrer quelques exemples.
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1.

2.

En partant de Fj(q,Q) et de ses propriétés, montrer que Fy(q, P) n’est que la
transformée de Legendre de F} par rapport a Q).

Comment peut-on engendrer la transformation de type F3(p, @) ?

2.1.5 Exercice

Considérons la transformation donnée par

1.

_ P2 g — b g
@1 = Qicosa+ ;Zsina @2 = Q2cosa+ Lsina
p1 = —mw@ssina + Pjcosa po = —mw@isina 4+ Prcosa

Etablir I'expression de la matrice jacobienne M. Est-elle syplectique 7 Commen-
ter.

. On cherche la fonction génératrice Fy(q;, P;) de type 2, oui = 1,2, décrivant cette

transformation.

i- Déterminer la fonction génératrice F» en fonction m,w et «, ces dernieres étant
constantes.

ii- Etablir Pexpression du nouvel hamiltonien H'(Q, P) si

2 2 2
pi+Dp mw
LED L T (4 gd)

H(qi,pi) o

2.1.6 Exercice

Soit un pendule inextensible de lon- v
gueur [ et de masse m placée dans un L

champs de pesanteur g et astreint a se dé-
placer dans un plan (z,y). Le mouvement
du pendule est repéré par I’angle 6. La co-

ordonnée généralisée choisie est ¢ = 0; son Mg
moment conjugué étant p.

1.

Donner l'expression de 1’énérgie cinétique T' et du potentiel V' du systeme. En
déduire ’expression du Lagrangien.

On pose I = ml? et w? = g/I. Etablir I'expression du Hamiltonien H(p, q). Justi-
fier que le Hamiltonien est conservé H = E.

La nature du mouvement du pendule va dépendre de la valeur prise par F. On
prend F comme parametre et on étudie la dynamique du systeme dans I’espace
de phase (p, q).

Exprimer p en fonction de g et discuter la nature du mouvement en fonction de
la valeur prise par F.

Montrer que les positions g. = 0,=+m sont des positions d’équilibre. Préciser a
chaque fois si I’équilibre est stable ou non.
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5. On pose £ = ¢ — ¢, et on étudie le mouvement autour des positions d’équilibre.

Pour ce faire, on fait un développement limité a I'ordre 2.

— ¢e = 0 : Montrer que dans ce cas la trajectoire dans ’espace de phase est une
éllipse. En utilisant les équations de Hamilton, établir I’équation différentielle
du mouvement en 6 et donner la solution 6(¢).

— ¢ = *£m : Montrer que dans ce cas la trajectoire dans I’espace de phase
est une hyperbole. En utilisant les équations de Hamilton, établir I’équation
différentielle du mouvement en 6 et donner la solution 6(t).

2.1.7 Exercice

Une particule de masse m évolue a une dimension z. Elle est soumise a la force
d
F(z) = —kx —’yd—j, E>0,v>0.

1. Interpréter chacun des termes.

2. En appliquant le PFD, montrer que les équations du mouvement dans 'espace
de phases peuvent se mettre sous la forme matricielle £ = AE avec ET = (x,p)
ou (z,p) est la coordonnée de position et son moment conjugué. Expliciter 1’ex-
pression de A.

3. Résoudre les équations du mouvement en fonction des directions principales. ! No-
ter par (X, P) les nouvelles coordonnées obtenus Donner une description précise
des trajectoires, de la fréquence d’oscillation et du coefficient d’amortissement.

2.1.8 Exercice

Considérons une particule libre évoluant selon une dimension z entre deux murs,
séparés par une distance égale a L, dont le potentiel peut étre modélisé comme suit

Viz) =

0 si O<z< L
+o0o ailleurs

Tracer le portrait de phase.

2.1.9 Exercice
Considérons le potentiel 2

1 1 1
4 2
U) = =ab— -zt + =g
(z) 50 ¢ t3f
1. Diagonaliser A, trouver ses vecteurs propres et la matrice de passage P correspondante. Exprimer
FE dans la base formée par les vecteurs propres.
2. Ce potentiel peut modéliser une tige métallique de Longeur L tenue verticalement & sa base. Le
parametre [ est relié a la longueur L. x correspond a ’écart entre le sommet de la tige et la verticale.
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1. Etudier les points fixes de U(z) en fonction de S et leurs stabilités. Tracer U(z)
en fonction de x et ce selon £5.

2. Tracer la position des points fixes en fonction de § et préciser leurs stabilités
(Prendre 8 en ordonnée et x en abscisse). On suppose qu’il y a une légere force
supplémentaire de dissipation qui stabilise ’état dans un minimum de potentiel.

3. On suppose que [ oscille lentement et périodiquement entre B, = —0.5 et
Bmaz = 0.5. Discuter I'évolution des positions des points fixes. Commenter.

2.2 Corrigés

2.2.1 Corrigé

On considere une barre AB homogene de longueur 2a et de masse m dont 'extrémité
A est attachée a un ressort de constante de raideur k. L’extrémité A est assujettie a se
déplacer sans frottement sur 'axe Oz d’un repere R(Ozyz) supposé galiléen. On repere
la position de A le long de Ox par OA = z. La barre AB reste dans le plan vertical Oxy
et fait un angle 6 avec la verticale passant par A, voir figure ci-contre. On négligera la
longueur a vide du resssort.

1. Le mouvement de la barre est repéré par par les trois coordonnées du centre de
gravité de la barre situé a son milieu et trois rotations. Comme le mouvement de
la barre a lieu dans le plan vertical ce qui réduit les rotations & une seule repérée
par 6. Quant au centre de gravité, que l'on note par GG, sa position est repérée
par

@_{ ra = x -+ asinf

el —acost
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ol g et yg sont les coordonnées de G. Aussi, on voit que la position de G peut
étre repérée par z et 6 et donc le mouvement de la barre est compléetement repéré
par z et 0, ce qui montre bien que le nombre de degrés de liberté est égal a 2.

2. En appliquant le théoreme de Koenig, I’énergie cinétique de la barre est
1 1_.
T = -mV3+ 16
SRACRE

N . 2 . .
olt Vg est la vitesse du centre de masse et I = m%- est le moment d’inertie par

rapport a GZ. Calculons Vg :

7@ = x.G -7 + abcosf - ng = i 4 a?0? + 2aibcosh
Yyg = abfsinf

ce qui donne pour I’énergie cinétique
1 22242 Ny L 9
T = gm (ac + a6 +2ax6’cos<9) —i—gma 0-.

Le bilan des forces est la force de rappel du ressort, F= —kT, le poids P= mg et
la réaction normale de 'axe Ry qui ne travaille pas puisqu’elle est perpendiculaire
aux déplacements de A. Aussi I’énergie potentielle associée au poids et a la force
de rappel est

v = —F-. 6?4 —mg - cﬁ
= kxdx 4+ mgasinfdo
1
= V(z,0) = §kx2 — mgacosf + V.

Vo est déterminée & partir des conditions initiales. On peut prendre Vy = 0 sans
que cela n’influe sur les équations du mouvement ou prendre V(x = 0,0 = 0) =
0= —mga+ Vo = Vo = mga = V(z,0) = 1ka? + mga(1 — cos).

Le lagrangien est ainsi donné par

L(z,0,i,0) = T—V
1 ) 2,72 . A 1 22 1 2
= 3m <x + a0 + 2am90089> + gma 0° — §k:c — mga(l — cosf).

A partir de 'expression de L, nous avons

oL
- — _k
ox v
(9_[./ = mz+ mabcosd
ox
I )
((99_9 = —max#sinfd — mgasinf
L . 1 .4 )
8—. = ma?0 + maicostd + —ma’0 = —ma?0 + maicosd
o6 3 3
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Les équations de Lagrange sont comme suit

g—i — %g—i = —kx — mi — mabcosh + mab?sinfd = 0
g—g — %g—z = —maifsinf — mgasing — %ma% — ma (icos@ — iésin@)
= —gmazé — magsinf — madcosf = 0.
ce qui donne pour les équations de mouvement

T+ %x = a <écos€ — 9zsin9>

i3 .
0+ 1 (gsinf + Gcosd) = 0

3. Etablissons les expressions des moments conjugués

I )
Pr = 3_ = mZ + mabcosf
ot
oL 4 .
= — = —ma“0 + maxcosH
Do a0 3

4. Le hamiltonien est ainsi donné par
H = pgi+pd—L
) 4 ) )
= mi? 4+ maibcosh + —ma?6? + maifcosh —
1 . . 1 . 1
—5m (9&2 + a?6* + 2a5v90089) - éma292 + 5/%2 + mga(l — cosh)

1 . . 1 . 1
= —-m <5U2 + a6 + 2a§m900$9> + Ema292 + 5/%2 + mga(1 — cosb)

2
1 . 2 1 A
= 3m <:U + a90089> — Ema292(:os€2 +
2 : 1
+§ma292 + §kx2 + mga(1l — cosb)
21l (4 1
= 5—% + ima292 (5 - 00829> + 51{:3:2 + mga(l — cosh)

Remarquer que dans le cas ou I’on peut pas exprimer directement H seulement
en fonction des coordonnées généralisées et des moments conjugués, on part du
systeme d’équations définissant les moment conjugés et on en tire les expressions
&= f(x,0,p,pp) et 0 = g(x,0,p.,pp) et on les substitue dans ’expression de H.
Dans ce cas, il reste & exprimer 6 en fonction des moments conjugués et de la
substituer dans H. En utilisant le systeme d’équations exprimant les moments
conjugués, on en tire

Py — apycosd
ma? (% — cos?0)
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ce qui donne pour le hamiltonien exprimé en fonction des coordonnées généralisées
et les moments conjugués

moe ey L R —
= =z — apycost)” ————
2m = 2ma? P — GPs (% — 00529)

1
—|—§/<:x2 + mga(l — cosh)

Les équations canoniques donnent

. OH P, —cost pg —apycosd  pg
o = 4 1 =22 _ afcosb
8px m ma 5 — cos20 m
OH

e

= —kr=—m (x +ab — aéQSinﬂ) = —kx

et qui n’est d’autre que la premieére équation établie auparavant.

Quant au systeme des équations canoniques en 6 et pyg, demander aux étudiants de le
faire chez eux.

2.2.2 Corrigé

On considére un électron de masse m et de charge —e soumis a I'attraction électro-
statique d’un noyau +Ze. On considere que le reférentiel lié au noyau est galiléen. On
utilisera les coordonnées sphériques comme coordonnées généralisées.

1. Le potentiel V(7) est donné par

., 1 —Ze? k
v = dreg T 1

2. Notons par R(Ozxyz) le repeére lié au noyau. Les vecteurs de la base Spherlque
(€r,€p,€,) sont en rotation dans R avec le vecteur rotation 0= cpk: + Hew ou k
est le vecteur unitaire selon Oz. Si la position de I’électron e a l'instant t est M,

alors
s _ doM
o dt
_ dré;
o dt
= ré —i—rdi
- dt

= fé}—l—rQ/\er
— e NP )= 2 _ 22 2202 )2
= ré& +rgsinfe, +roeg = V=71 +r (gp sin 9—|—9>
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ce qui donne pour I’énergie cinétique

1 .
T = 3™ {fQ + 72 <gbzsin29 + 92)}
Quant a I’énergie potentielle, comme le poids de I’électron est négligée, elle est
réduite a I’énergie potentielle V'(r) ce qui donne pour le lagrangien

L(r,0, 0, 7,0, ¢; t) = %m [7’“2 + 72 <¢zsin20 + 02)] + ;

3. Pour établir ’expression du hamiltonien, calculons d’abord les expressions des
moments conjugués :

OL
Dr = —T=mr=7= br
or m
oL 2/ ; Po
= — = 0 — 0 =—
Po o0 mr 2
3L 2 .. 22 - . ptp
= — =mrisinfp —=p=—"—"-—
Pe 0P 4 Y mrsin®6
et
H(T’a’gpaphp%pip;t) = prr+p99+p¢gp—L(r,@,gp,r,@,gp,t)

. 1 . k

= mi? 4+ mr20? + mrQSimﬂng2 — §m [7'“2 + 72 (ngSiHQG + 92” - -
r

1 . k

= 5m [7’“2 + 72 (cpzsinQG + 02)] - —
r

2
_ P P Pe _k
2m  2mr2  2mr2sin?0  r’

H(r,0,¢,pr,pg, pp; t) représente I'énergie mécanique de I'électron. Comme H (7,0, ¢, pr, pg, ppit)
ne dépend pas explicitement du temps, il est conservé.

4. Sil'on observe I'expression de H(r,0,¢,pr,pg, ppit), on remarque que ¢ est une
variable cyclique, ce qui implique que p, = —%—g = 0 = p,, est conservée. p,, est
la composante du moment cinétique de ’électron selon Oz. En effet, le moment
cinétique est donné par

— = . —
G = OM AmV = —mr?psingéy + mTQHEZP — &k =mr’sin®) = Do

On sait que le moment cinétique est constant étant donné que la force coulom-
bienne est centrale. On peut choisir les conditions initiales de maniere a ce que le
moment cinétique soit perpendiculaire a k et donc p, = 0. p, =0 = ¢ = 0 =
©(t) =constante V¢.

L’expression de H (7,0, ¢, p,,pg, pp;t) devient alors

v vk

2m  2mr?2

H(T’a’gpaphp@apip;t) =
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5. Les équations canoniques de Hamilton sont données par

- _  OH pr
roo= 5o =
. Pr m
0 = O9H _ po
Opg mr? )
. — _OH _ _ Py L.
Pr = aaﬁ =~ + o) ) )
Po = —55 =0=pg=0Cst= mr?0 = mr%@o

et la nouvelle constante est pg = mr20 = G - €, et donc qui n’est d’autre que le
moment cinétique selon €.

6. Le mouvement de I’électron peut étre circulaire si I’équation 7 = 0 est cohérente
avec les équations canoniques de Hamilton. En effet, 7 = 0 = p,, = 0 et donc
pr = 0, ce qui implique

2 k
mr T
2
—r = r.=-—% = Constante
mk

ce qui est vérifié puisque py = mr%@o est constant. Donc un mouvement circulaire
est possible. La valeur de r. en fonction de ry est obtenue comme suit
mrao?

Te = ——.

k

Ainsi la vitesse angulaire & communiquer & I’électron pour I'installer dans I’orbire
de rayon r. = rq est

402
mry04 . k

ro =
k mrg

2.2.3 Corrigé

Considérons un systeme a un degré de liberté et soit M un point de l'espace des
phases dont les coordonnées sont (g, p). Le point M’ est le point de 'espace des phases
de coordonnées (@), P) obtenu a partir de M par une rotation d’un angle . On cherche a
montrer que cette rotation est une transformation canonique et a déterminer une fonction
génératrice F(q, Q) qui la décrit.

1. (Q, P) est obtenu de (g, p) par une rotation d’un angle o dans ’espace des phases,

ce qui donne

Q B cosa  —sina q\ [ gcosa — psina
P o sina  cosa p ) \ gsina+cosa )

La matrice jacobienne de cette transformation est donnée par
Mo o= %—Q % _( cosa —sina
N or o | 7\ sina  cosa )
Op
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Pour démontrer que la transformation est canonique, il suffit de démontrer que
M est une matrice symplectique. En effet

ty - cosay  sino
—sina  cosa

0 1 cosa  —sino _ sino
-1 0 sine  cosa — \ —cosa

COs

sina
cosay  Sina sine  cosa 0 1
—sino  coso —cosa  sino -1 0

ce qui démontre bien que M est symplectique et donc la transformation associée

et

JM =

est canonique.

2. La fonction génératrice F'(¢q, Q) est de type 1. Ce qui permet d’écrire que

3. En utilisant les expressions de la question précédente, nous obtenons

oF 2
—— =P = qeotga — BN F(q,Q) = L cotga - .iq +9(Q).
dq sina 2 sino
Comme
OF . 2o q /
50 = —P = —gsina—q . + Qcotga = . +9(Q)
/ %
= = . K ==
= ¢'(Q) = Qcotga = g(Q) cotga + K(=0)
En remplagant g(Q)) par son expression, nous avons
2 2
(e, Q qQ
Fla,@) = (2 T >C0tgo‘ sina”
4. Rappelons que
0 0Q 0 0P 0 0 0
2o =T Y M i Mo ——
9 9400 T agap ~ Migg TM2gp
0 0Q 0 0P 0 0 0
oo Y Y Myt My
ap ap 00 T apap Mg T M2pp
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Ce qui nous donne

0X oYy 0Xo9Y

XYl = 309 " o aq
= (Mllgg + M216X> <M12 gg + Moo g?)
(25 0 ) (10,25 )
- M1M12(;ggg + M, MQ2%%+M21M122—§%+ 1 222—)52—}]:_
_ <M12M11gg gg 12M21g—gg§ gzMng)]g gg 22M21‘;)]__f %)
= (Mi11 My — M1aMa) g—gg}; + (Mo Myg — Mo My1) g); g_g

0X oY 90X9Y
0Q oP 0P 0Q
car My May — Mya Moy = cos’a + sina = 1. Dot expression recherchée.

Comme les crochets de Poisson entre les deux grandeurs sont conservés par la
transformation, cela implique que la transformation est canonique.

2.2.4 Corrigé

Les quatre types des fonctions génératrices décrivant les transformations canoniques
peuvent s’obtenir les unes des autres par des transformations de Legendre. On se propose
d’en montrer quelques exemples.

1. Rappelons que les fonctions génératrices de type 1 vérifient

_ Q) . p_ 9@

dq - AQ

On pose G1(q,Q) = —F1(q, Q). Cherchons la transformée de Legendre de G par
rapport & @ que l'on note Gi(¢, P) = PQ — G1(q, Q). Nous avons alors

0Gi(g,P) _ _0Gi1(¢,Q) _ 9F1(q,Q) _
aG*a(q P) o % -7
q7
op = @

qui ne sont d’autre que les propriétés d’une fonction génératrice de type 2. Aussi
F5(q, P) est la transformée de Legendre de —F}(q, Q) par rapport a Q.

2. Les propriétés vérifiées par une fonction génératrice de type 3 sont données par

_ _3F3(p7Q) ot P=_ 8F3(p7Q)

dp oQ
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De la méme maniere, on pose G = Fj(q,Q) et on procede a une transformation
de Legendre par rapport cette fois-ci a ¢, ce qui donne G*(p, Q) = pq — G(q,Q)
ce qui implique que

oG* +3F1 B
o op !
oct _ oR _,
oQ oQ
si 'on prend F3 = —G*, 'opposé de la transformée de Legendre de F}, on retrouve
la fonction génératrice de type 3.
2.2.5 Corrigé
Considérons la transformation donnée par
¢ = Qicosa+ sina ¢ = Qocosa+ Llsina
mw mw
p1 = —mw@ssina + Pjcosa pe = —mw@isina 4+ Prcosa

1. Pour établir la matrice jacobienne, trouvons d’abors Qr = Qk(qr,pr) et Py =
Pi(qx, pr.). Pour ce faire nous résolvons le systéeme d’équations précédents en uti-

lisant la méthode de Cramer >
P
Qicosa + ——sina = ¢
mw
P
Qaocosa + ——sina = ¢
mw
—mw@osina + Picosaa = pp
—mw@sina + Pycosae = po
alors
cosx 0 0 sina sina
. mw COSx =220
0 coso sma () mw
A= . mw = cosa| —mwsina cosa 0
0 —mwsina cosa 0
. 0 0 COSx
—muwsina 0 0 CcosQy
0 0
—(— i sina
(—mwsina) | cosa .

—mwsinoa  coso

2

= cos’a+sin®a=1

3. On peut aussi utiliser la méthode par susbstitution. Toutefois, il est conseillé d’utiliser la méthode
de Cramer de par son caractere systématique.
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et
o 0 0
. sina
Q2 CosQ e 0
p1 —mwsina cosa 0
p2 0 0 cosq sina
Q1 = = qcosa — p2
A mw
et
cosa g 0 oy
sina
0 @ T 0
0 p1 cosa O
—mwsina py 0 cosq sino
Q2 = = q2C0s¢x — 1
A mw
et
cosa 0 T
0 coso g 0
0 —mwsinae p; 0
—mwsina 0 Py cosa .
P = A = @omwsina + pjcosa
et enfin
cosQ 0 0 qn
sina
0 cosa . e 12
0 —mwsina  cosa P
—mwsina 0 0 D2 )
P = = @y mwsina + pacosa

La matrice jacobienne

M
=M
Comme
0 0 1
0 0 O
J = -1 0 O
0 1 0

A

est ainsi obtenue comme suit

. _ sina
Ccos(y 0 0 . s
. _ sina
_ 0 cosa s 0
0 mwsina cosae 0
mwsinae 0 0 COs
cosae 0O 0 mwsino
0 cosae  mwsina 0
0 — 82 cosey 0
. mw
—sme () 0 coso
mw
0 0 mwsinae cosa 0
1 IM — mwsina 0 0 cosa
- - sina
0 cosa 0 O. o
S1ino
0 0 cosa o 0

Contact: elkacimi@uca.ma

Département de Physique - FSSM 2015/2016



2.2 Corrigés 59

On vérifiera que M JM = J et par conséquence M est symplectique. Cette ques-
tion peut étre résolue de maniere simple en démontrant que si M est symplectique
tM Uest aussi. Comme on peut déduire Uexpression de *M directement des don-
nées du probléeme, puisque nous avons les expressions de (q;, p;).

2. Puisque la fonction génératrice est de type 2 alors

0F(qx, Pr) ¢ P sina

1 = = _—~
@ oP; CcoSQy MW COSK
Q1P1 P2P1 sino
= Fa(qr, Px) = - +91(q1, 42, 2) + K(=0)
CoSQx MW COSQ
o (qr, P) Py sina 091 Qs = q2 P sina
0P, N mwcosa  OPy 27 cosa  mw cosa
g1 q2 q2P>
ar = — ) 7P - ) .
0P, p—_— 91(q1, g2, P») osg T 02(@ q2)
Py PPisina | qP
= I5(q1,q2, P1, ) = - + + 92(q1, q2)
COSQY MW COSQr  COSQ
De méme
OFy P 0go . sinao
P = — = —= = —mwsina | gacosa — py + Pjcosa
dg1 cosa  Oqq w
o) . ( sina) ( 1 >
—=2 = —mwsina | gacosa — py + P | cosar —
oqn mw cosa
. sino 1
— g2 = |—mwsina | gaCostx — P1 + Py | cosao — — || 1 + 93(q2)
mw cosa
d’ou

q2P2 P1 P2 sina sino

Fy(q1,q2, P1, P) = corn i cosa + [—mwsina <q2(:osa P

> + PICOSO‘:| a1+ 93(q2)-

Et finalement

0F, P . 093
p2 = — = — mwsinacosaq; + =——
dqa  cosa 9q2
. sino
= —muwsino (qlcosa — po > + Pycosa
w
0 1
993 _ P (cosa — > —|—p28in2a
0qo cosa
1 .. 92
= g3(2) = Paga | cosa — —— ) + pagosin
cosa
P1P2 sino . .
= F(q1,92, P1, P2) = (1P + q2P) cosa — — mwsinacosaqiqz + (p1q1 + P2q2) sin’a.

mw COosx
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3. Nous avons

pi = miw’Q3sin’a + Plcos’a — 2mwsinacosaQy Py
p2 = miw?Qisin’a + Picos’a — 2mwsinacosaQ Ps
2 2 2
1
— 229—7; + 229—732 = m;u sin®ar (QF + Q%) + %COS204 (P?+ P22) — wsinacosa (Q1 P + Q2P1)
et
2 2., .2 Py ., 2
¢ = Qicos“a+ —s5sin“a + — Q1 Pcosasina
mw mw
2
2
q% = Q%COSQQ + ﬁsian + —— Q2 Py cosasina
mw mw
2 2
mw mw 1 . .
= 5 (q% + qg) = 5 (Q% + Q%) + %sm%z (P12 + P22) + weosasina (Q1 Py + Q2 Py)
ainsi
1 1 2 2 mw® 2
H = %(P1+P2)+T(Q1+Q2)-

2.2.6 Corrigé

1. C’est un systeme a 1 dégré de libérté et la coordonnée généralisée choisie est 8. La
vitesse du point M dans la base polaire est ¥ = [0, ce qui donne pour ’énergie

cinétique
1 .
T = —mi*§?
2
1.
= —I6?
2
et le potentiel est V = —mgl(cos(#) — cos(fp)) = —Iw?(cos(f) & une constante
pres. Le Lagrangien est alors
) 1 .
L£6,0) = 5102 + Tw?cos(8).
Le moment conjugué de 6 est
oL .
Do a0

et

H(0,po) = pob — L(0,0) = 229_? — Tw?cos(h).

On voit bien que H ne dépend pas du temps explicitement et donc se conserve

H=FE.
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2. On pose alors p = py et ¢ = 0 ce qui donne H(p,q) = p?/I — Iw?cos(q). En
prenant E comme parametre, I’équation devient dans ’espace de phase

E
p = Fwlv2i/cosq+ —
Tw?

— 0 < E < Iw? : il y a une solution pour cos(q) < E/(Iw?) = ¢ est bornée :
mouvement d’oscillations (de lobration).

— E > Iw? : il y a une solution Vq alors que p est bornée : mouvement de
rotation. La courbe p(q) est périodique et de période 27.

— E = Iw? : le cas limite entre les deux régimes précédents. La courbe s’appelle
la séparatrice.

3. Les positions d’équilibre sont données par

oV
— = 0=>qg=q.=kn keZ
dq
et la dérivée seconde de V permet de déterminer la stabilité de ’équilibre. En
effet
0%V
Era = Iw?cos(q)
0?V(ge = 0) 0%V (qe = £m)
———— > 0 et ——= <0
0q? ¢ 0q?

donc g, = 0 est une position d’équilibre stable et celles de g. = 7 sont instables.

4. — g. =0 : On pose alors ¢ = x et x — 0, d’ou1, en prenant comme référence du
potentiel, pour fixer la constante, celui pour ¢ = 0 et en faisant un dévelop-
pement limité a 'ordre 2, on obtient

la trajectoire dans (p, q) est une ellipse. Le point g. = 0 est dit point elliptique.
Pour retrouver I’équation du mouvement, on applique les équations de Hamil-
ton
OH(q,p) _p
op I
OH(q,p)

b= ey =W

ce qui donne comme équation # 4 w?z = 0 ce qui donne x(t) = Re(Ae ™! +
Be ™) qui est une solution oscillante.
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— ¢ = £7 : q = x + m, le développement donne dans ce cas, sachant que
cos(x + ) = —cos(x),

qui est I’équation d’une hyperbole.
En appliquant les équations de Hamilton, on obtient

OH(q,p) _p
I

op

p = _M — —W2Ix

Ox

ce qui donne comme équation du mouvement & — w2z = 0 dont la solution

2(t) = Re(Ae™! 4+ Bet!) qui est une solution non oscillante.

2.2.7 Corrigé

Une particule de masse m évolue a une dimension z. Elle est soumise a la force
d
F(z) = —kx —’yd—f, E>0,v>0.

La force dépend d’une seule variable x. Le probleme est a une seule dimension.

1. La force se compose de deux termes : le terme —kx est la force de rappel ou
élastique, elle est conservative. Le deuxieme terme est —k& = —kwv et il correspond
a la force de frottement visqueux, qui est une force dissipative.

2. Pour appliquer le PFD, calculons l'accélération. Soit R(O,zyz) un référentiel
galiléen. Comme le probléme est & une dimension alors

V =i et ¥ = i1, la force est F = — (kx —~z) .
Alors le PFD donne
my = ﬁ=>mj:—km—’yab

P
m

b2 hea = (0)-(5 3)0)

ce qui implique que

comme p = mi et p =mi = —kx — vyt = —kx — yL£, on peut écrire
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3. Chercher les directions principales dans I'espace de phases, revient a chercher les
directions dans lesquelles A est diagonale et donc & diagonaliser la matrice A. Les
vecteurs propres définissent les directions principales. Notons par D la matrice
diagonalisée associée a A

D = < )(\)1 )? ) ou A;, (1 = 1,2) sont les valeurs propres,
2

alors 3 S tel que D = S~'AS. Notons par V1,2 les vecteurs propres. Soit (X, P)T
les coordoonées dans la base des vecteurs propres. Alors,

s\ _of X o X\ (M 0 X
p ) P P L0 X P
ce qui donne comme solutions

: dx
X = WX = — = \dt = X(t) = X (0)eM?

dp
= WP = & =dadt = P(t) = P(0)e?!.

Retrouvons les valeurs propres \;. Pour ce faire, résolvons le polynéme caracté-
ristique associé a A :

det(A — ) = 0 = ‘ :2

dont le descriminant A = 25 — 4 et donc

- ‘/m2 \/7
Atz = 4m?  m

dont les valeurs dépendent du signe de discriminant A que nous allons discuter.

e Les éléments de la matrice de passage S 4 peuvent étre calculés en déterminant
les vecteurs propres Vi et Vo que 'on donne sans calcul

- () s ()

—2k —2k
; VA+2L —V/A+Z
et pour la matrice de passage S = _ka ok m

4. Nous aurons besoin de cette matrice s’il fallait réexprimer les solutions dans la base d’origine, c’est
a dire réexprimer les solutions en terme de p = p(z).
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— A > 0= 7 > 2Vkm : les racines \j o sont réelles et négatives puisque % >
v A. Ainsi les solutions X et P sont

Log (%) = Mt=1= Log (%)ﬁ
X(0) x(1

Py = P G0 Z pyetrGn) ™ — gx(p

avec Aa/\; > 1. Rappelons que le portrait de phase donné par P = P(X) est
représenté dans la base Vi 2 des vecteurs propres.
Analyse :
e Comme A; et A\; sont négatives, alors P(t) — 0 et X (¢) — 0 quand ¢t — +o0.
e Le rapport A\y/A; > 1 car A2 < A < 0.
Ainsi le portrait de phase est représenté dans la figure .... .

— A<0siy < QMzonposeA:i\/m:iw:)\Lg = —5- +iw
avec \; = \; avec X (t) = X(0)elmzm Tt = | X (0)]ei0 e~ zm T ot P(t) =

~

P(0)emzm )t = | P(0)[e’®0 e~ zm )L,

e La partie réelle des \;, —% est responsable de 'amortissement alors que la
partie imaginaire ’est pour les oscillations et donc la fréquence d’oscillations

est vy =20 = 2T

w m

Les vecteurs propres sont dans ce cas sont

@ = (A () e B) ()

—ok —2k 0

Au lieu de représenter le portrait de phase dans la base des vecteurs propres
V1,2, qui sont complexes, on choisit de les représenter dans la base formée par
les parties réelles et imaginaires de V; que 1’on note

a
Wy, = Re(Vl) = ( —WQLk: >
et

wa = 1) = (Vi)

0

Ce dernier choix est adopté car X et P sont complexes et P est conjugué de
X et donc le portrait de phase est obtenu en représentant Yo = Im(X) =
X(0)e~ zm'sin(wt + ¢g) en fonction de Y; = Re(X1) = X (0)e™ zmcos(wt + ¢g)
et dont la représentation graphique est une spirale logarithmique.
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2.2.8 Corrigé

Pour tracer le portrait de phase, on calcule d’abord le lagrangien, ensuite on dé-
termine le moment conjugué, un seul degré de liberté puisque le probleme est a une
dimension, et enfin on calcule le hamiltonien en fonction de la coordonnée généralisée,
x, et de son moment conjugué, p. Utilisant le fait que le hamiltonien est conservé, on en
déduit I’équation de p = p(x).

1. Lagrangien :
si0<az <L
La particule est libre alors V(z) = 0. Le module de la vitesse est v = &, ce qui
donne pour I’énergie cinétique T' = %mdjz et enfin L(x,2) =T -V = %mx’Q.
siz <0ouz>L:V(zx)=+oco et donc cette région est inaccessible a la particule.

2. Moment conjugué
Le moment conjugué est donné par

3. Hamiltonien ,
Le hamiltonien est donné par H(z,p) =pt —L=T+V = %mdﬂQ = £,

4. Portrait de phase

Nous avons tous les ingrédients pour tracer le portrait de phase. Sachant que
H(z,p) ne dépend pas explicitement du temps, donc c¢’est une intégrale premiere.
Aussi H(z,p) = F = % = F = p =+v2mF. Donc le moment conjugué est
une fonction constante paramétrée par E. Pour une valeur de F, la représentation
graphique de p = p(x) est donc une droite d’équation p = +v2m#FE parallele a
I’axe des abcisses ou la particule se déplace de x = 0 vers x = L, et d’aquation
p = —v2mkFE quant la particule se déplace de x = L vers z = 0.
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FIGURE 2.1 — Portrait de phase de la particule libre. Les différentes courbes correspondent
a différentes valeurs de I’énergie E.

2.2.9 Corrigé

Soit le potentiel U(x) = %xG — %x‘l + %Bmz Rappelons que les points stables sont les
positions d’équilibre du systeme mécanique décrit par ce potentiel.
1. Les points fixes sont les positions pour lesquelles le potentiel est extremal. Cal-
culons la dérivée de U(x)

dU(z) 5 .3 _ 4 2
et z° + fx = x(z” — z° + ).

La dérivée est nulle pour z = 0 ou z* — 22 + 8 = 0. Pour ce deuxiéme terme,

posons X = z2 ce qui donne comme équation X2 — X+ = 0 dont le descriminant

est A =1 — 45. Etudions les positions d’équilibre en fonction du signe de A.

— A < 0= f > 1/4 : Pas de solution réelle. Le seul point fixe est z = 0.
Comme

4

d*U ()
dz?

=08>0
=0

alors c’est une position d’équilibre stable.
— A >0= (< 1/4: alors les solutions en X sont

X = 22=+41+1-148

ainsi on distingue si
e3> 0,cestadire0 < 8 < 1/4,ilyab points fixes xt = —x9, —x1,0, —x1, —22

avec
1+ 1—48 1 - T—-4B
Tro = fetxlz f
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e 3 < 0, le potentiel a seulement trois points fixes x = —x9,0, z2.
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CHAPITRE 3

Formalismme de Hamilton-Jacobi

3.1

3.1.1

Exercices

Exercice

Considérons une particule M soumise a une force centrale attractive de type F' =
—k7/r3. On utilise les coordonnées polaires (r,6) comme coordonnées généralisées.

1.
2.
3.

Calculer la vitesse de M. En déduire son énergie cinétique.
Calculer le potentiel V(r). En déduire le Langrangien de M.

Calculer les moments conjugués p, et pg. En déduire le Hamiltonien de M.
On cherche a résoudre le probleme en utilisant le formalisme de Hamilton-Jacobi.

. Rappeler I'équation de Hamilton-Jacobi. En déduire I’équation vérifiée par la

fonction génératrice S(r,0,t) = S.(r) + Sp(0) + S¢(t).
Montrer que le Hamiltonien est conservé et déduire expression de S(t).
Montrer que py est conservée. En déduire que Sy = pgh.

Etablir I’équation vérifiée par S,.(r) et déduire que

2
Sy(r) = i/\/QmE—i—M—@dr.

r r2

Soient Q,, Qg, P, et Py les nouvelles coordonnées généralisées. Rappeler les équa-
tions de Hamilton vérifiées par chacune d’elles.

En utilisant la fonction génératrice S(r,6,t), calculer @, et Qg.
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10. En déduire que I’équation vérifiée par r(6) est donnée par

dr
r2\/2mE + 2mk _ Dy
T

r2

v étant une constante.

11. En utilisant le changement de variable, /aX = B2 — 2% avec a = 2mE + (57)7,

montrer que la solution 7(6) est une conique d’équation

p
) = .
r(6) 1+ ecos(6 + 6o)

En déduire les expressions du parametre de la conique p, et de son exentricité e.

12. Discuter la nature de la conique en fonction de I’énergie F.

3.1.2 Exercice

Considérons une particule M soumise a une force centrale attractive de type F =
—k7/r® et animée d'un mouvement par rapport & un repere R(O, xyz) que I'on considere
galiléen.

1. Montrer que le mouvement est plan. On utilise les coordonnées polaires (r,0)
comme coordonnées généralisées.

2. Etablir 'expression du Hamiltonien H (r, 8, p,, pg) de M. En déduire que H (r, 0, p,, pg)
et pg sont des intégrales premieres.

3. On cherche a établir I’équation de mouvement de M en utilisant le formalisme de
Hamilton-Jacobi.

a- Etablir I'équation de HJ associée au mouvement de M et déduire 1’équation
caractéristique de HJ.

b- On cherche des solutions, par séparation des variables, de la forme Sy(r, 0; o, ) =
Sy (1 ay ) + Sp(0; iy ) OU v et g sont des constantes d’intégration.
— Etablir 'expression de Syp(0; apg, i) et celle de S, (r; oy, ag).
— On choisit ag = py et o, = E. Justifier ces choix et déduire Qy et Q.
— En déduire que I’équation de la trajectoire r(#) est donnée par

T d/
i/ podr :
0 T’Q\/QmE%—%—&

r2

= 460 + Constante

— Résoudre ’équation précédente et montrer que la solution est une conique
r(0) = p/(1 + ecos(0 — 6y)) ou 'on détermine les expressions de p, e et de
0.
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3.1.3 Exercice

Soit une particule de masse m soumise au potentiel :

%
V(z) = —78 ou V > 0 est une constante positive
cosh?(x)

. Calculer le minimum de V(z). Représenter graphiquement ’allure du potentiel

V(zx).

2. Exprimer le Lagrangien de la particule. En déduire son Hamiltonien H(zx,p).

On s’intéresse dans cette question aux petites oscillations autour du minimum du
potentiel V(x).
— Etablir que V(x) peut se mettre au voisinage de son minimum sous la forme

V(z) = —Vp+ Vo2

— Etablir I’équation du mouvement et déduire ’expression de la fréquence des
petites oscillations

Dans la suite on considere les trajectoires de la particule ou —Vy < E < 0 dont on
veut déterminer les fréquences d’osillations. Comme le mouvement est périodique,
on se propose de retrouver la fréquence d’oscillation en utilisant le formalisme de
HJ angle-action (w, J).

. Résoudre I'équation de HJ et déterminer l'expression de W(z;a), o étant la

constante d’intégration.

5. Rappeler I'expression de J en fonction de W (x; ).

6. Etablir les bornes de variations de z.

7. Montrer que l'expression de J est donnée par

3.2
3.2.1

J = \/W<1—\/%>

En déduire la fréquence d’oscillation du mouvement de la particule.

Corrigés

Corrigé

On utilise la base polaire (?r, ?9). Ainsi, 5?\7 =réd, et
Vo= i@, i

et I’énergie cinétique est égale a

1 )
T = §m(7'“2+r292).
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2. la force est centrale, elle est est conservative :

AV = —Fail

k
= . (dre, +rdf )
-

en utilisant le fait que le potentiel est nul & I'infini, la force variant en r—2,

Vi) = k:/ L vy =-F

2 ;
Ce qui donne pour le Lagrangien

1 . k

L = T-V= 5m(¢2+r202)+—.

r

3. Calcul des moments conjugés :

_ oL _ .
P = af—mr
oL 9
= — =mr0.
Do Y]

Ce qui donne pour le Hamiltonien
H = pi+pf—L
. 1 . k
= mi? 4+ mr?f? — §m(7'"2 +r20%) — =
r
L o om0 k
pu— —_ 6 —_——
Qm(r +7r40°) .

o vk

2m  2mr? r

4. On cherche a utiliser le formalisme de Hamilton-Jacobi : Changement de variables
tel que le nouvel Hamiltonien soit nul et les nouvelles variables soient cycliques.

L’équation de HJ est alors

oS oS
H(gp= 5 t)+ 5 =

dq 0

On cherche une solution & variables séparées de la forme S(r,0,t) = S,(r) +
Sp(0) + Se(t).
5. Comme H ne dépend pas explicitement du temps, alors il est conservé : H = E
et
8(r,0,t) _ 0S _E
ot ot
= Si(t) = —Et.
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6. py est une variable cyclique alors elle est conservée. Or

95(0)
20 = py = Clte
= 59(9) = pg@.
7. En remplacant
B 0S,(r)
br = or

dans ’equation de HJ, on obtient

L(@Sr(r)>2+ ok oo _

2m or
dS,(r) \/ p;  2mk
:> =

= Si(r) = /\/ E—— kar

8. Les nouvelles variables sont cycliques, ainsi

Qr:Qp:Pr:PGZO-

9. On pose P, = E et Py = py alors

6
Q, = / dr —t
et
oS oS
“ = om " om
05, (r)
= 24y
Ipe
= dr 46

i/ —Peo :
TQ\/QmE—i— mk _ L

10. Comme Qg =0 = Qg = Cte, alors on a

dr = £0 + Cte = 6 + ~,

/ —Po
2
7‘2\/2mE + % — ff—g
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11. On a
2mk  p; 1 2mk1
omE + = P omE —pi(5 - o)
r r r g T
27.2
m-k 1 mk
= 2mE+p;—— —pp(= — —
Pg r Py
2)2 k
= omE 4+ - — (B0 TRy
Py r Po
= a-—aX?
avec a = 2mE + m;fQ et JaX =Po — ?—f ; nous avons aussi y/adX = —
2

utilisant ces dernieres expressions dans ’équation précédente, on obtient

VadX
i

dX
[
= arcsin(X)
=X

avec g = £5 F 7, + Cte (Attention £ peut étre absorbé dans la constante!). En

restituant r, on a

or

12.

E
E
E

=

VA

+0 + ~,

+0 +

+0 + v, + Cte
sin(£6 + v, + Cte)
cos(% F 60— + Cte)
cos(6 + 6p)

m_zk + @cos(ﬁ + 6o)

Py Dbo

pova
k

m

cos(f + 0p) + 1

1+ ecos(f + 6p)

2 2
=1+ 2 p

En partant de 'expression de I’excentricité, on déduit que

0 = e =1= une parabole
0=0<e<1= une ellipse
0= e > 1= une hyperbole
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3.2.2 Corrigé

Considérons une particule M soumise & une force centrale attractive de type F =
—k7/r® et animée d’un mouvement par rapport & un repere R(O, xyz), muni de la base
cylindrique (€, ép, E) que I'on considere galiléen.

1. Le mouvement est plan car la force est centrale et donc son moment par rapport

a O est nul ce qui implique que le moment cinétique de M par rapport a O,
Go(M/R) = mr20k = est constant = le mouvement est plan.

2. En coordonnées polaires

T = 1m (7’“2 +r2€?2) et V(r)= _k = L = lm <7%2 +r292> + E
2 r 2 r
Les moments conjugués sont donnés par
oL ) oL 9
Dy = ﬁzmr, pg:a—pe:mrﬂ
L’expression du hamiltonien est ainsi égale a
H(r,0,pr,pg) = v Bk

2m  2mr?2 1
Comme H ne dépend pas explicitement du temps alors H est une intégrale pre-
miere. De méme, comme 6 est une variable cyclique alors pg est conservée et donc
une intégrale premiere.

a- L’équation de HJ est donnée par

oS 08 a8
H(r,0, —,—)+—=0.
(r;6, or’ (9r)+ ot
Comme H est une intégrale premiére, ’équation caractéristique est alors
S(r,0; ar,ap,t) = So(r,0;a,,ap) — Et.

b- On cherche des solutions de la forme Sy(r, 8, v, ) = Sy (7; v, tg)+Sp(6; v, ).
— Comme 0 est cyclique alors Sy = agf = pgf. Nous avons

95 05,
br= ar  Or

95 08,
Pe = 0 90

En injectant ces deux expressions dans H, nous obtenons

1 /0S.-\*> 1 [8S)\*> &k
o +——(22) -2 = E
2m \ Or 2mr2 \ 00 r
1 (0S.\° p2 &k
%<8r>+2mr2_; =B

2mk pg
o

dr’

T',

T
= S (r;ap,qp = pg):i/ \/2mE+
0
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— Le choix des constantes d’intégration est dicté par les intégrales premieres.
Nous avons donc établi que ay = py, il reste o, = E. Ce qui donne

podr’
Qy = —=0=%
/2 ka: ﬁ
as 05, 2mk  p;
@ = ar  or —i\/QmE—i— roor2
— Sachant que Qg = 0 = Qp = K, alors
! - +(0+K)

Ry e
/2\/2mE + ka; pg

— Posons u = 1/r' = du = —dr'/r'"? ce qui implique

/7’ pgd?“/ /1/7’ pedu
0 \/QmE—i—zrﬂﬁ—Z)Tg2 \/2mE+2mku—p§u2

T

/1/7" du
0 \/217;E+2rr£ku_u2

1/r du
2mE m2k2 < m_k:)
U— "9
Py
2 2
On pose a? = 2’;LE + pf et v=(u— p—)/a ce qui donne
0 0

/ podr’ B /(1/7‘——9)/04 dv
\/2mE 4 2mk ka Pe —mk/pZo V1—v?

1 mk mk
= arccos || — — — | /a| —arccos | ——5—
TP e
ce qui donne finalement

arccos [(1 _ m—f> /a] _ arccos <—m2—k> — L0+ K)

(A 7 Py
1

o= k—l—acos(& o)

Pj
ou 0y = £K + arccos < ) Aussi,
pga
P

r(0) = ap? k
1+ ——fcos( — bp)
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qui est ’équation d’une conique de parametre p = pg /mk et d’excentricité
e=a/p.

3.2.3 Corrigé

3. On dérive le potentiel par rapport a x

oV (x) _ gy, Sinh(@) sinh(x)
Ox O cosh® (x)
= 0=sinh(z) =0=2=0.
et V(z = 0) = —Vj. Pour montrer que c’est un minimum, il suffit de calculer la

dérivée seconde au point z = 0 et de montrer que V”(0) > 0 :

*V(x) cosh?(x) — 3sinh?(z) 0?V (x) B
S 022 2V0< cosh?(x) > 7 o2 lo=0 =2

ce qui est bien le cas.
Or lim, 1o, V(z) = 0.

2. Le lagrangien de la particule est

L(z,x,t) = T—-V(x)

%
2 cosh”(x)
Le moment conjugué est
o
Pr = i
= mx

ce qui donne pour le Hamiltonien

J (N
2m  cosh?(x)’
3. On s’intéresse aux petites oscillations, x — 0,

— alors on fait un développement limité a 'ordre 2 autour de z =0 :
oV (x) x? 82V( )

Ox =0 91
= —Vo+ Vpa?

Viz) = V(0)+= =0 + O(a®)

car V'(0) =0 et V"(0) = 2.
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— Pour établir ’équation du mouvement, on peut utiliser soit les équations de
Lagrange soit celles de Hamilton :

. OH(z,p)
Pz = 78:{3
mi = —2VWx
2
=T + ﬂ90:0
m

qui est I’équation d’un mouvement d’oscillations autours de x = 0 avec la

pulsation
2V, m
w - v T/ Vo

4. Le Hamiltonien ne dépend pas explicitement du temps alors il est conservé. Or
I’équation de HJ donne

ow
7‘1(33,1?)4'? =0

avec comme solution (variables séparées) W(z,t) = Wy(x) + Wi(t) et p, =

OW/0x = OW,(x)/0z. Comme H est conservé alors

OW(at) W) -
o - o - Hep)=-F

Quant a Wy(x), en remplagant p, par OW,(x)/0x dans I'expression de HJ, on
obtient, sachant que dans ce cas la constante d’intégration @ = F,

W (2)\? V.
Hz.p) = % < 895( )> a coshg(:c) =k
N 6Wg;(x) - :I:\/Zm(E + cosl‘q/%) = W,(z) = :I:/ \/Qm(E + ﬁg(g;))dx

Ce qui donne finalement

W(z,t) = —Et:l:/\/Qm(E—i—ﬁg(x))dx.

5. Comme le mouvement est périodique, ’on peut utiliser la méthode de HJ des
variables conjuguées angle-action. Aussi, nous avons

1 ow
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6. Comme le mouvement est périodique, lorsque la particule atteint les bornes en
x, son énergie cinétique est nulle et donc son énergie mécanique est réduite a son
énergie potentielle, ce qui permet d’écrire

1%, [V
H(x=xp,p,=0)=a=F = Cosh2(:vb) = —EO — Tp+ = Fargcos —EO.

Rappelons que £ < 0 et donc la racine carrée est bien définie.

7. Calculons l’expression de J. En effet,

ow
J = — axd
J ! " E d 2 Yy
= 5 +/ < +—— x—/ m cosh2( )> x
1/ 2 E+ >d
= = m x
T coshZ( )
2 b+ 0
= = 2m ( B+ ———— |d
7T/ \/ m * coshZ(x)> v
= \/_2 —1d
/ \/ E(:osh2 v
or

argcos(a)
/ %—1(1&?:2(&—1)
0 cosh”(z) 2
ce qui donne,

J = %xVZ%Ex%(¢¥%—Q
- v (2 -) - vam (- ) = e (15

Pour déterminer la pulsation propre, il suffiet d’inverser la relation précédente, ce
qui donne

- ()

et d’utiliser la définition

OF J 1
v =2 <WO— >x
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On note que cette pulsation tend vers celle des petites oscillations si J — 0.
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cHAPITRE 4

Contréles

4.1 Contréle Novembre 2013

Questions de cours (3 points)

1. Montrer que deux lagrangiens différant par une dérivée totale d’une fonction par
rapport au temps,
df (ax)

dt

‘CI(QK’ ks t) = ‘C(Qka Gk t) +
décrivent la méme dynamique.
2. Rappeler la démonstration du théoreme de Noether
oL ddy,
1 j = _—
(Qkan) ; aqk ds .
S=

ou chacune de ces grandeurs est définie dans le cours.

Exercice 1 (3 points)

Considérons une particule qui se déplace dans le plan (OXY). Sachant que I’énergie
cinétique T' = T'(z,9) et que L(z,y,%,y,t) =T — V, dire quelle est la loi de symétrie a
laquelle obéit le lagrangien et quelle grandeur est conservée dans les cas suivants :

1. V(z,y,t) = ax;
2. V(z,y) = at(z? +1?);
3. V(z,y) = alz —y).

81
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Exercice 2 (6 points)

Une particule de masse m et de charge ¢ se dépalce dans une région ou régne un
champ électromagnétique (F, B). La position de la particule est repérée par les coordon-
nées ¥ = (1,2, x3) et sa vitesse est donnée par ¥ = (vy = &1,v9 = Z9,v3 = &3, ). Les
coordonnées généralisées et les vitesses généralisées coincident avec les coordonnées et

. . [ = A it
les (iompci?antgs de la vitesse de la_)partlcule. On rappelle que E = —V(x;,t) — %
et B =V A A(zi,t), o(zi,t) et A(x;,t) sont respectivement les potentiels scalaire et
vectoriel. V est 'opérateur différentiel nabla ®.

Lo . rodA
1. Calculer la dérivée totale par rapport au temps de A, 7.
2. Montrer que les composantes? de la force de Lorentz F= q(E +TA é), a laquelle
la particule est soumise, peuvent se mettre sous la forme
d ({9‘/(1'“ .i'i, t) 3in, .%"Z', t)

Fi - E 81% 83:2

ot V (4, 4, 1) = q(p(i, t) — T - A, 1))
3. En déduire le lagrangien de la particule £(z;, 2;,t). Ecrire les équations du mou-
vement de la particule.

4. Calculer les moments conjugués (py, py, P ).

5. En déduire le hamiltonien H(x;, piz,t) de la particule. Que représente-t-il ? Com-
menter son expression.

Exercice 3 (8points)

Soit un pendule de longueur [ inextensible et de masse mso o
soumis a l'action de son poids. Son point de suspension |
de masse m1 est astreint a se déplacer sans frottement le
long de ’axe horizontal OY. La position de my est repérée
par y. Le mouvement du systeme (.S) ainsi formé par mq
et my a lieu dans le plan vertical (OXY'), voir figure ci-
contre.

XV

1. grad(p) = V(p) et H(%Y) =V A A. On rappelle que @A (G A 2) = (@ - 2) @ — (@ - @) 2.
2. F = (F, Fs, F3)
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1. Montrer que (S) a deux degrés de liberté.

On utilise y et ¢ comme coordonnées généralisées.

2. Calculer les coordonnées des masses mq et de ms en fonction de y, ¢ et [. En
déduire leurs vitesses et leurs énergies cinétiques. Calculer ’énergie cinétique de
(5).

3. Dénombrer les forces qui s’appliquent sur () en précisant celle(s) qui travaille(nt).
En déduire 1'énergie potentielle de (S).

4. Montrer que le lagrangien de (S) est donné par

mi+msa .o

Calculer les moments conjugués p, et p,.

@lngz + molypcosp + maoglcosy

5. Etablir les équations de Lagrange. Déterminer les intégrales premieres du systeme
et préciser leurs lois de symétrie.

6. En utilisant 'une des intégrales premieres, exprimer y = f(¢) et déduire ’équa-
tion de mouvement en ¢. Les conditions initiales sont y(t = 0) = 0, §(t = 0) = v,
Pt=0)=0et p(t=0)=

7. En se placant dans le cadre de 'approximation des faibles oscillations, ¢ — 0,
et de celle des oscillations lentes,® montrer que 1’équation du mouvement en ¢
s’écrit comme suit

prdTiima, _
l mi
Déterminer la solution ¢ = ¢(t).

8. Déduire la solution y = y(t).

4.2 Corrigé du contréle Novembre 2013

Questions de cours(3pts)

1. Montrons que deux lagrangiens différant par une différentielle totale par rapport

au temps d’une fonction décrivent la méme dynamique, c’est & dire donnent les 2pts
mémes équations du mouvement
oL’ doL'" 0L doJL L9 0 df(qi,t) o df
d¢; dtdq¢; —  Og; dtdg;  Og;  dt 8qz dt
or
d 0 L 0 N 0
a — Taq T T ot
o df _ Of 9% f o of _ of d | o df| _ . 2°f 9%f
— ) 9qidt — 8(11 T Pgdg T oG ot — 9q 7 di [aqz dt] = ligrg; T Bidq;

o df _ . O*f 9% f
Oq; dt — ql 92q; + 0q; 0t

3. on néglige le terme de ’équation différentielle en ¢.
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ce qui implique que

or'  dor 9L  d oL
dqi dtdq; — dq;  dtog

et donc les équations de Lagrange restent invariantes.

2. Démonstration du théoreme de Noether
Ennoncé Soit un jeu de coordonnées généralisées Gi(s) dépendant continument
d’un parametre s et tel que ¢, (0) = gx. Si le lagrangien est invariant par rapport
a la transformation g — Gy, c’est a dire L(qy, G, t) = L(qk, k. t), alors

oL dgp,
I(qx Gr) Z B ds

est une constante du mouvement.
Démonstration L est indépendant de s, implique

dL oL qu oL d_(jk
ds 93y, ds &jk ds

_ Z(M@ 0L d di)
i

< OL qu>
- —0

ce qui en évaluant ’expression obtenue en s = 0 prouve le théoreme.

Exercice 1 (3points)

Nous avons T' = T'(&,y) et comme £ =T — V, alors la dépendance de £ en fonction
des coordonnées (z,y) est celle du potentiel. Ainsi

1. V(z,y,t) = ax est indépendant de y et donc L est indépendant aussi de y ce qui

implique que £ est invariant par rapport a toute transformation de y, en parti-

culier la translation selon OY. La loi de symétrie est ainsi la translation selon

OY. Q
La grandeur conservée est p,, le moment conjugué de y qui est la composante de

la quantité de mouvement selon OY .
On remarque aussi que le potentiel ne dépénd pas explicitement du temps ce
qui implique aussi que £ ne dépend pas explicitement du temps et donc inva-
riant par rapport a une translation dans le temps. La quantité conservée est

I’énergie.
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2. V(z,y) = at(x? + y?) : puisque V dépend de x2? + y? = r2 et donc sa valeur ne
change pas si 'on effectue une rotation, puisque le module d’un vecteur est inva-

riant par rapport a une rotation. La symétrie concerne ainsi les rotations. @

-
La quantité conservée est le moment cinétique, selon le théoreme de Noether. @

3. V(z,y) = a(x — y) : ce potentiel dépend de la différence entre = et y et donc sa
valeur reste la méme si I’on fait une translation simultannée selon OX, x — 2’ +¢€
et selon OY, y — ¢/ = y + ¢ alors V(2',y) = a(2/ — ') = a(x — y) et donc

invariant par rapport a une translation selon 7 + j.
La symétrie est donc la translation dans la direction ¢ 34 "La grandeur conservée

est la quantité de mouvement selon la direction i+ j Q

On remarque aussi que le potentiel ne dépend pas expliecitement du temps ce
qui implique aussi que £ ne dépend pas explicitement du temps et donc inva-
riant par rapport a une translation dans le temps. La quantité conservée est

I’énergie.

Exercice 2 (6points)
1. Calculons la dérivée totale par rapport au temps de ff(xk, t)

—

dA(xy,t) OA(xp,t) Ox1  OA(xy,t) Oxg  OA(wp,t) am3+aff(mk,t)

dt ox 1 ot 31‘2 ot ox 3 ot ot

_ O0A(akt) . | 0A(zk,t)
B 8$Z xl_{_ 6t

0A(zy,t) N A(xy,t)

B PR ot
_ 0A(apt) i OA(zy,t)
ox ot
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2. Exprimons les composantes de F

F }

= —vl(gp(xk,t)) + V; ({}’ A’(xk’t) _ dAiiixtk,t)
- (@(xk,t)) v E(mk’t)) a %3%2 <<P(9€k7t)) —7- fT(mJ))

d 0
= —V@'V(xk,t)—E%V(ﬂ?k,t)

qui est la relation recherchée.

3. L’énergie cinétique de la particule est T' = %va, ce qui donne pour le lagrangien

L(zg,dr) = T(x) —V(xg, ik, t)

1 I
= §mv2 —q (@(fﬂk,t) -7 A(Q?ki)) :

Les équations du mouvement sont données par les équations de Lagrange

d oL oL d d . -
0w 0m a(mvz) + qui(l“k,f) = —q <V¢90($k,t) -7 VM(%J))

en remplacant d/f(xk, t)/dt par son expression, on trouve

d ) o I ) aAZ(azk,t) ' . ‘_,
a(mvz) = —qU-V(4;(zk,t)) — QT —q <Vlgo(xk, t) — vV A(zy, t))

ot
= qE;+q {qm (ﬁ A /T(xk,t)ﬂ

et dont la forme vectorielle est

= —q <Vz’90(xkat) +

i
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4. Les moments conjugués sont

oL .
Pz = 8—3:1 = mi1 + aAi(xg, t)
oL
prng _ = L A
Das i mio + aAs(zk, t)
oL .
Doy = 8—363 = mis + aAs(xg, t) .

5. Le hamiltonien est donné par

3
i=1
3

1 -
= Z:(muvZ + aA;(zg,t))x; — §mv2 +q (go(xk,t) -7 A(ack,t)>

i=1

1
— §m1)2+q<p(xk,t). ‘

Il représente I’énergie de la particule .
On constate que le champ magnétique~re contribue pas a ’énergie ce qui est

attendu puisque la force exercée sur la particule par le champ magnétique, ¥ A B,
ne travaille pas et donc ne contribue pas a 1’énergie :

(08) - = (7 n5) - 505 =0 o2mm)

Exercice 3 (8points)

Soit un pendule de longueur [ inextensible et de masse mo soumis & ’action de son
poids. Son point de suspension de masse my est astreint a se déplacer sans frottement le
long de I’axe horizontal OY., voir figure ci-dessous.

2|
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1. Le systeme est formé par deux masses et le mouvement est plan, ce qui donne
2 coordonnées par masse. Or la masse m; est astreinte a se déplacer par I'axe
OY et la distance entre my et mo est égale a la longueur du fil ce qui donne
deux contraintes. Quatre coordonnées et deux contraintes donc deux degrés de

liberté.

2. Calculons les coordonnées de m; (x1,y1) :

{2 20— {2
— . .
g =y g =y

ce qui donne pour les composantes de la vitesse de my (0,7).
On procede de la méme maniere pour la masse mso

xa = lcosp To = —lgsinp
Y2 = y+lsing Y2 = g+ lpcosp

ce qui donne pour les composantes de la vitesse de my (—I@sing, ¢ + lpcosy).
Ainsi Pénergie cinétique de my est égale a T) =1/ 2m1y2 et celle de moy est

1 . . -
Ty = 5m2 (y2 + 1257 + 2lygocosg0)

ce qui donne pour I'énergie cinétique de ()

1 . 1 . -
T = Tl + T2 = §(m1 + mQ)yQ + §m2 (Z2S02 =+ QZy@COS(p) .

3. Les forces qui sont appliquées a (), voir figure ci-dessus,
— R et msg qui sont appliquées a my. Elles ne travaillent pas puisqu’elles sont

perpendiculaires au déplacement de ms.
T} = —T5 sont des contraintes internes a (S

potentiel.

— mog appliquées a my et dont le travail élémentaire pour un déplacement infi-

donc ne contribuent pas au

nétisimal dls

%
OW(mag) = mag-dly = —maglsing dp

= dV = —90W =magsing dp = V = —magcosp + K

la constante K = 0.
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4. Le lagrangien de (S) est égale a

E(y,@,y,@) = T-V

1 . 1 . .
= §(m1 + mo) g + 3m2 ([2@2 + 21ycpcoscp) + maglcose.

Les moments conjugués sont donnés par

oL . .

Py = gy (m1 +ma)y + malpcosy
oL 9. .

P = S = mal o+ malycosp.
¢

5. Les équations du mouvement sont

i% — %:(m + ma)y + mal(pcosp — 52sin )=0
it 9y = y 1 2)Y 20{pCOSY — @ Y) =
d oL 0

L
— = = = = mpl?$ + mal(jcosy — Ypsing) = —malypsing — maoglsing
dt 0 Oy

cette derniere équation se réduisant a lp + gicosp + gsing = 0.
Comme L ne dépend pas explicitement du temps, I’énergie mécanique est une

intégrale premiere associée a I'invariance par translation dans le temps
De méme, y est une variable cyclique, ce qui implique que p, est conservée-etla

loi de symétrie est la translation selon OY.

6. p, est une intégrale premiere, alors

= — — pcosp = ————
Py Y m1+m2¢ 4 my + ma
mgl K
= dy=———""—cospdp + ——dt
m1 + mo m1 + mo

mgl . K
= y=———"——-sinp+ —1t+ K
mi + mo myp + ma

et les deux constantes sont déterminées a partir des conditions initiales

l
Yy=0 = K= m72sin<po
mi1+ mo

y(O) =v9 — K = (m1 +m2)?}0

; meol (si ingo)
= U — —— (S1ny — S11 .
Yy 0 1+ My ¥ ®o
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7. On reprend I’équation
I + icose + gsinp = 0

et on substitue §j par —(mal/[m1 + ma])(Hcosp — H?sing) et on obtient
%) (1 — &COS%D) + &Qfsingpcosgp + gsingo =0
my + my my + my l

ce qui donne le cadre de I'approximation des petites oscillations, sing ~ ¢ et
cosp =~ 1, et les oscillations lentes :

. mi +m
l mi

et qui est ’équation recherchée.
C’est une équation différentielle du second ordre sans second membre a coefficients

constants et dont I’équation caractéristique est r2 + %%ﬁm = 0 qui a deux

solutions complexes r = +iwy avec wy = \/ g(m1 + ma2)/lmy et donc la solution
est

p(t) = Aje ™" 4+ A€ = Asin(wot — Bo)

avec Asinfy = ¢p et 0 = Awgcos(fy) = o = 7/2 et donc A = ¢y

la solution est alors ¢ (t) = @osin(wot + 7/2) = @ocoswot .

8. La solution de y est alors, en tenant compte de sinp ~ ¢

malpg
= Yot — ———— (coswpt — 1) .
y 0 m1+m2( 0 )

4.3 Contrdle Janvier 2014

QUESTIONS DE COURS (6 points)

1. Ennoncer le principe de Maupertuis et montrer que I'action réduite d’un systeme
conservatif peut étre exprimée comme suit

Solg: P) = ﬁq V2(E = V(q)ds

ou ds est I'élement de distance dans ’espace des configurations décrit par les
coordonnées généralisées ¢ = (q1, - ,qn), n étant le nombre de degrés de libérté.

2. Rappeler ce que c’est que la surface d’action. Montrer qu’elle se propopage dans
I’espace des configurations avec la vitesse de phase

E

) = —
v 2m(E — V)
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3. En utilisant la dualité entre la surface d’action dans ’espace des configurations
et la phase de I'onde dans I’espace des positions, montrer que ’énergie mécanique
de la particule est proportionnelle & sa fréquence £ = hv et que son impulsion
I’est au module du vecteur d’onde p = hk.

4. En partant de ’équation de propagation des ondes

1 o2
A——=— | VY(x,t) =0
( v?p 8752) ( ) )
établir ’équation de Schrodinger pour un systeme conservatif donnée par

HY(x,t) = <;—ZjA + V> V(z,t) = EV(z,t).

EXERCICE 1 (4 points)

On considere la transformation

Q = p*

P = pq
telles que ¢ > 0 et p > 0.

1. Quelles conditions doivent vérifier o, 5, § et v pour que la tranformation soit
canonique ?

2. Etablir la fonction génératrice de type deux Ga(q, P) qui engendre cette transfor-
mation.

EXERCICE 2 : POTENTIEL CONIQUE (10 points)

Considérons une particule de masse m astreinte a se déplacer sur un plan. La position
de la particule est repérée dans le référentiel R(O, xyz), considéré galiléen, par les coor-
données (z,y). Le potentiel auquel la particule est soumise est de la forme V(r) = ar,
avec 72 = 22 + 92 et a une constante positive. On utilise les coordonnées polaires (r, )

comme coordonnées généralisées.

1. Montrer que la force qui dérive de ce potentiel est centrale. En déduire que le
moment cinétique L, par rapport a O est conservé.

2. Calculer le lagrangien L(r, 0,7, 0) En déduire les moments conjugués p, et pg.

3. Etablir le hamiltonien H(r,0,p,,pp) de la particule et trouver les intégrales pre-
mieres.

4. Exprimer le hamiltonien sous la forme

2 ~
H(r797p7‘7p9) - 2])_7:.1 +V(T)

5. Montrer qu'un mouvement circulaire stable est possible. En déduire le rayon rq
de la trajectoire.
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6. On perturbe maintenant ce mouvement par des petites oscillations radiales r =
ro + 0r autour de rg. Montrer que I’équation des petites oscillations est donnée
par

ma 1/3
mor + 3a <ﬁ> or = 0.

z

En déduire leur fréquence.

7. Soit S§(r,0,t; P, Py) Paction hamiltonienne. Par séparation des variables, on a
S(r,0,t; P, Py) = Sp(0; Py) + S (r; P,) — Et.
— Montrer que Sy(6; Py) = Ch, ou C est une constante.
— A partir de I'équation de Hamilton-Jacobi, expliciter I’équation vérifiée par
Sy (r; Py).

— En déduire que

2
S(r,0,t; P., Py) = / \/Qm (B —ar) — —dr+Cl - Et.
r
8. On représente le portrait de phase séparément dans les plans (r,p,) et (6, pp).
Sur ces deux plans représenter le mouvement circulaire de la question (5.). Que

devient le portrait dans le plan (r, p,) si 'on admet les petites oscillations radiales
de la quesion (6.) ?

4.4 Corrigé du contréle Janvier 2015

QUESTIONS DE COURS* (6 points)

1.5pt 1. Principe de Maupertuis La trajectoire d’'un systéme conservatif est déterminée

par 'extrémisation de l'action réduite Sy.

Reprenons 'expression de la loi de Maupertuiset éliminons les moment conjugués.
Sachant que pour un systeme conservatif, V' = V(q) et que I’énergie cinétique,

est une fonction homogene d’ordre 2 de gy, T'=1/23, ;m;;(q)dig; alors
oL oT

P = S =5

Oqr  Ody

10 ..
= 50—% izjmij%q]
1 . .
= 3 > mig [ikd + Gidji)

ij

= Z Miqi
i
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ce qui donne

Zl pidg; = Y | mijgde = %Zﬁqmidedei
i Jd ij YN

L’action réduite d’un systeme conservatif peut étre exprimée en fonction des co-
ordonnées généralisées comme suit

Sol; P) = / " V2(E -~ Vi(g)ds

2. L’état mécanique de la particule est décrit par son action S(q,t; P) qui s’exprime

en fonction de 'action réduite, puisque le systeme est conservatif, par 1.5pt

Slg,t;P) = So(g; P) — Et.

Considérons les lieux de I'espace ou 'action S(g,t; P) a l'instant ¢ est constante ;
S(g,t; P) = Cte. Ainsi S(q,t = 0; P) = Sy(g, P). Cherchons S(¢/,t + dt; P) :
S(¢,t+dt; P) = Sy(¢'; P) — E(t + dt)
= So(q+dg; P)— Et — Edt
= So(q;P)—i-dSQ—Et—Edt

= S(q,t; P) + dSy — Edt

comme la surface considérée de l'action est constante et a la méme valeur et

dSy = \/2(E —V)ds = \/2(E — V)y/mdgq, alors

d E

La surface d’action se propage dans ’espace des configurations avec la vitesse
_ B

Yo = 2m(E—V)

L’action joue dans I’espace dual, ’espace des configurations, ce que joue la phase

dans l’espace des positions,

3. Partant de la dualité entre la surface d’action dans I’espace des configurations et
la phase de I'onde dans ’espace des positions, nous avons

p(Ft) = <E-F—2ﬂ'yt) =27 <%:) —1/25) < S(¢,t; P) = So(q; P) — Et
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ou L(r) = nr est le chemin optique et n U'indice de réfraction du milieu, A\ est la
longueur d’onde dans le vide.
En comparant terme a terme, on peut déduire que I’énergie mécanique est pro-

portionnelle & la fréquence
E = hv

et le coefficient de proportionalité h est la constante de Planck. Partant de cette
relation, on peut déduire la relation entre 'impulsion de la particule au vecteur
d’onde comme suit

2w 27y

kj = = —
A Uy

2rvmu 2
E Rt — P

. En partant de I’équation de propagation des ondes électromagnétiques,

2 92
n- 0
A——=— |V = 0
< c? 3t2>
déduite des équations de Maxwell, et stipulant I'universalité de cette équation,
trouvons I’équation décrivant ’évolution de la particule si elle est décrite par une

onde W. En effet, sachant que la dépendance temporelle de ¢ est toujours de la
forme e~™! méme dans le cas d’un espace inhomogene, I’équation précédente

devient
2 2
<A+”°;>x1/ = 0.
c

En utilisant les relations déduites de la dualité entre I'espace des configurations
et I’espace des positions,

nous avons utilisé les relations démontrées dans le paragraphe précédent vv, =
E/m et E = hv. Aussi, nous obtenons,

2
p
<A+ﬁ>\1’ = 0.

On peut déja souligner qu’a partir de cette derniere relation, étant donné que
I’équation est valable V ¥ = p? = —h2A = —h%V? = (ihV)? qui n’est d’autre
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que le principe de correspondance g — ihV.
Continuons notre quéte de ’équation de ¥. Or nous avons

2

ce qui donne

[A+%(2m(H—V))] T o= 0

- [%A+(H—V)]\If =0

32
= HU = (—h A+V>\Il
2m

qui n’est d’autre que I’équation de Schrodinger. Si le systéme est conservatif alors,
H = F et I’équation devient

)
HY = <—hA+V>\I’:E\I’.
2m

On considere la transformation

EXERCICE 1 (4 points)

Q = pd°
P = pq

telles que ¢ > 0 et p > 0.

1. Pour que la transformation soit canonique il suffit que les nouvelles variables

verifient les relations des crochets de Poisson ,{Q,Q} = {P,P} =0 et
{Q, P} = 1. Aussi,
0QoP 0QoP
py = &I

= Bp P lyp g’ — a p*lgPeprg® !

= (By—ad)p* !
v = 1—-«
By—ad = 1
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et en substituant les deux premieres équations dans la troisieme équation, on
obtient

fl—a)—a(l—p) = 1=pF—-a=1
v = 1l—-«

= 4q 0 -«
I3 1+«

ce qui donne finalement comme transformation

Q _ paqlJra

P = pl—ocq—a.

2. On cherche la fonction génératrice de type deux associée a cette transformation.
Aussi, on a

0Go(q, P 0Gs(q, P
G2:G2(q’P) etp: 28(;]9 )’ Q: 28(_qp )

or en utilisant les relations de la question précédente, on a

o 1 0Gs(q,P 1
Q = pY¢"t*=Prage = % = G2(q, P) = (1 —a) (Pg) "~ + f(q)
et
oG 1 o —
p = a—; = (Pg*)T== = (Pq")™== + f'(q) = f'(q) = 0
et donc
Ga(q,P) = (1-a)(Pg)Ta +C

EXERCICE 2 : POTENTIEL CONIQUE (10 points)

Considérons une particule de masse m astreinte a se déplacer sur un plan. La position
de la particule est repérée dans le référentiel R(O, zyz), considéré galiléen, par les coor-
données (z,y). Le potentiel auquel la particule est soumise est de la forme V(r) = ar,
avec 72 = 22 + 32 et a une constante positive. On utilise les coordonnées polaires (r, )
comme coordonnées généralisées.

1. Connaissant le potentiel V(r) dont dérive la force et en écrivant le gradient en

coordonnées cylindrique® V = %é} + %%é’g + %@, on a

5. On peut utiliser aussi les coordonnées cartésiennes
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F = —V(V({) = ﬁ‘gff)e; = —aé,

sachant que les autres termes sont nuls puisque le potentiel est radial. Or 7 =

ré; = €, = . ce qui implique

ce qui veut dire que la direction de la force passe tout le temps par 'origine O et

donc F est centrale.
Le théoreme du moment cinétique nous donne
N 6
ce qui implique que le moment cinétique est conservé. Or L = 7 A mV(M /R) =

7 A m (7€ 4+ rpéy) = mr20k et donec L = L.k est conservé ( en module, en

=

dL

— OMAF=#A—-a
dt | .

=3y

direction et en sens).

2. L’énergie cinétique est donnée par T' = 2mV2(M/R) = tm (7’"2 + r292) et I’éner-

gie potentielle est V (), ce qui donne pour le lagrangien de la particule
1 2 242
L = T—V:§m(r + r<6 ) — ar.

Calculons les moments conjugués

=——=mre = — =mrb.
Pr or Pbo o0
3. Le hamiltonien est donné par
P P

%(T,Q,Pr,l)a) = T+V= + ar.

2m  2mr?
On remarque que le hamiltonien ne dépend pas explicitement du temps, ce qui
implique que I’énergie mécanique est conservée et donc une intégrale premiere.
De méme, la coordonnée généralisée 0 est cyclique ce qui implique que py est
conservé et donc une intégrale premiere aussi. On en conclue que H et py sont
des intégrales premieres.

4. De l'expression précédente on en déduit que

2 - . 2
H(Taeaprape) = T + V= Qp_TTI"L + V(T) avec V(’I") = 2:10712 + ar.
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5. Pour démontrer qu'un mouvement circulaire stable est possible, il suffit de mon-
trer que 7 = 1o est une solution de I’équation du mouvement et que le potentiel
effectif V(r) est minimal en ry. En effet, L’équation du mouvement est

2
; OH _ pr S, — _OH _ Pp_
r gpr “m Pr = or — mr3 a
) OH _ _pe S
0 Ope — mr2 b = 0
ce qui donne pour I’équation du mouvement
2 2
p P a
Pr = mr——gs—a:r— 293 — =0
mr mAr m

ainsi I’équation du mouvement circulaire r = ry est une solution avec

2 2\ 1/3
po?’:a:m:<p_9> _

mrg am
P2 1/3 . . . .
Donc r =g = { & est une solution de I’équation du mouvement. Vérifions

sa stabilité. En effet,

o 2
dv(r) —_ Do +a=0=r=nrg
dr mr3

et comme

d2V(r)
dr?

2
_ 3.0
mr

1 > 0Vr = V(ro) est minimum.

Ce qui est le résultat recherché.
6. Reprenons I’équation du mouvement avec r = rog + 0r = 7 = o7 et ¥ = 7. Nous
avons aussi pp = mr26 = L, ce qui donne

. L2 1
moi — —=—————+a=0

"3E)

L __~1-— 3%, on obtient

(1+55)

en utilisant le fait que i—g — 0 alors

L? L?
moi — —25 +3—=26r +a =0
mry mr

L2 . . .
or —= = a ce qui donne finalement ’équation
0
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qui est une équation différentielle d’ordre 2 sans second membre a coefficients
constants dont le descriminant de I’équation caratéristique est négatif. La so-
lution donc sont des oscillations autour de ry avec une pulsation propre wg =

1/3
3a <%> et donc de fréquence

wo 1 Lg 1/6
VO = — = — 1
2 2w \ 27Tma

7. Soit S8(r,0,t; P, Py) Paction hamiltonienne. Par séparation des variables, on a
S(r,0,t; P, Py) = Sp(0; Py) + S (r; P,) — Et.
— On sait que 'action hamiltonienne vérifie
95 05y

pGZE—W:CiSQZCH.

— On rappelle que I’équation de Hamilton-jacobi est

@ @)_{_@_
"or’ 00 ot

2m \ Or 2mr2 \ 060 ar=

et en séparant les variables sachant que Sy = C8, on obtient

1 2 2 9\ 1/2
—<8ST> + ¢ +aT:E=>85T = i(?m(E—ar)—C> .

H(r, 0 0

ce qui donne

2m \ Or 2mr? or 2

— On integre d’abord I’équation précédente et on obtient

C2 1/2
Sy(r; Py) = :I:/ <2m (E—ar)— —2> dr
r

ce qui donne pour 'action hamiltonienne

o\ 1/2
S(r,0,t; P, Py) = :I:/<2m(E—ar)—ﬁ> dr + C0 — Et.
8. Le mouvement circulaire de la question 5 a pour équations r = rg et pg = L, =
Constante, ce qui donne respectivement comme portrait de phase :
— dans le plan (r, p,), comme 7 = 0 = p,, alors le portrait de phase est un point
de coordonnées (rp,0).
— dans le plan (6, pg) 'équation est pg = C' et donc le portrait est une droite
horizontale, parallele & I’axe des 6, qui passe par py = C.
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Si Les petites oscillations radiales sont permises, alors r = ¢ + acos(wt — ¢) ce
qui donne 7 = —awsin(wt — ¢) = p,/m ce qui donne

p2 2 2.2
L = g’wsin’(wt —
m2 ( <P)

= a’w? (1 - cos?(wt — ¢))

— )2 2 2
— a2w? <1 _ (r 27"0) ) er + (r 27“0) -1
a a ‘; a
m

qui est I’équation d’une ellipse de centre (r9,0) et de demi axes respectivement
selon les directions de r et de p, sont a et aw/m.

4.5 Contrble de Rattrapage Janvier 2014

EXERCICE 1 (6 points)

Un explorateur appercoit dans le desert une oasis a un angle arctg(%) au dessus de
I’horizontale. On se propose de déterminer la distance qui le sépare de 1'oasis.
Le principe de Fermat stipule que la lumiere suit un chemin minimisant le temps du
trajet que I'on peut exprimer comme suit

S = / n(s)ds

ou S est la fonctionnelle & minimiser, n(s) est 'indice de réfraction du milieu et s est
la distance du trajet avec ds = v/dx? + dz2. Dans les conditions de grande chaleur du
désert, I'indice de réfraction dépend linéairement de z comme suit n(z) = ng(1 — Az).

1. Expliciter la fonctionnelle & minimiser et trouver le “lagrangien associé”. En dé-
duire le “hamiltonien associé” et montrer qu’il est conservé.

2. Etablir ’équation de la trajectoire z = z(x).6

3. Calculer la distance qui sépare ’explorateur de l'oasis.
On néglige le rayon de courbure de la terre.

EXERCICE 2 (14 points)

6. On donne Argch’(z) = \/12—17 et Argsh(z) = In (z + V1 + 2?).
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y
Considérons un oscillateur harmo- M(m)
nique de masse m et de pulsation
propre wy = V% et ce en deux di- (*)o:\/%
mensions, figure ci-contre. Le réfé-
rentiel R(O, zyz) est supposé gali- o X
léen. On utilise dans l’exercice les
coordonnées cartésiennes.
1. Calculer la vitesse de M, V(M/R). En déduire son énergie cinétique 7.
- S
2. M est soumis a la seule action de la force de rappel F' = —k(|OM| — Lo)u avec
PR
U = %—l, Ly étant l'allongement au repos du ressort que 'on prend nul par
simplification, Ly = 0. Calculer I’énergie potentielle V' (z,y).
3. Ecrire le lagrangien £ de l'oscillateur harmonique et déduire les moments conju-
gués p; et p,.
4. Montrer que £ est invariant par rotation. En utilisant le théoréme de Noether,
déduire la grandeur conservée. On rappelle que lors d’une transformation associée
a une rotation d’un angle s dans le plan (Ozy), on a
N cos(s) —sin(s) x
Yy sin(s)  cos(s) y )
Considérer une transformation infinitésimale, s — 0, et utiliser les accroissements
dx et dy.
5. Montrer que le hamiltonien de 'oscillateur harmonique est donné par
2 2
pr Py 1o 9 o
Hl’,, ) = — 4+ —= 4+ —nmwylz” + .
(@,Y, Dz, Dy) 5 T 3 T 5w +y)
Montrer qu’il est conservé.
On pose £ = E, + E,, E étant Iénergie de l'oscillateur harmonique, E, =
p2 1, 2 2 _ Py 1. 22
o + gmwgr et By = 5% + smwjy”.
6. Considérons la transformation

— Py ] — Pac o
r = Xcosa+ g Sinoy y = Ycosa+ s sino
pr = —mwyYsina + Pcosa py = —mwoYsina + Pycosa
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6-a) Montrer que la transformation est canonique.
6-b) Ecrire le nouvel hamiltonien H(X,Y, Px, Py).

7. On se propose de résoudre le probleme en utilisant I’équation de Hamilton-Jacobi

(HJ). On note par Q1,Q2, P1 et P les nouvelles variables.

7-a) Ecrire 'équation de HJ. En déduire que l'on peut séparer les variables
S(z,y;t, P, Py) = Sy(x; Pr) + Sy(y; P») — Et, S(z,y; P1, P») étant laction
hamiltonienne.

7-b) Expliciter les équations vérifiées respectivement par S, (z; Pr) et Sy(y; P2).
En déduire que

S(x,y;t, P, Py) = i/ \/QmEJC — m2wiridr £+ / \/2pEy — m2wiy?dy — Et.

7-¢) Rappeler pourquoi Q1,Q2, P; et P, sont conservées. On pose P = FE et
P, = E, = E — E,. Etablir les expressions de p,, py, Q1 et Q2.

7-d) En utilisant les conditions initiales suivantes

G )= (2) = () = ()
4(0) v y(0) 0
établir les trajectoires dans les nouvelles et les anciennes coordonnées, Q1, @2,
x(t) et y(t).
4.6 Corrigé du rattrapage Janvier 2014
EXERCICE 1

Un explorateur appercoit dans le desert une oasis a un angle arctg(%) au dessus de
I’horizontale. On se propose de déterminer la distance qui le sépare de l'oasis.

1. Explicitons 'expression de la fonctionnelle

S = /no(s)u—Az)\/m:/no(s)u—xz),/u <%)2dl~

ce qui donne pour le lagrangien associé, étant donné que S = [ Ldz, I'expression

= no(s)(1 = A2)y/1+ (2)?

ol x joue le role du temps.
Le moment conjugué est donné par

oL 2
pe= 55 = no(s)(1 — A\2) ———.
14 ()3
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Le hamiltonien est donné ainsi par

12

— 1+ ()’

H=2p,—L = no(s)(1-A2) :
1+ (2)°
1
= no(s)(1 —Az2) .
1+ (2)?
Comme H ne dépend pas explicitement de z, il est conservé H = Cy.
2. On a
1
H = Co — ’I’Lo(S)(l — )\Z) = Co
14 (2)?
— C2(1+ ()%
— 7/
d
== - = dr
n% 2
On pose

no no
7z = — -1 dZ = \=-d
C()\z ) = )\Coz

0
ce qui permet d’écrire
dz Ang

—— = __—dzr — arech(Z) =
T Co gch(2)

-7 = ch(ﬂx%-C&) :>Z=§[ﬁch

Co
or z(0) =0 et 2/(0) = 5/12 ce qui donne

0

@ChCl +1=0et shC; =5/12 = Cy = Argsh(

no

ce qui donne

@ 1

no ch (ln % )

ce qui donne alors comme solution

T 13 12

1 [1 — Ech ()\Ex

%:ﬂ%—cﬁ

no

5
)=

)

A
(Cioox 1 Cl> 4 1}

5 52
In|—=+4/1+ (=] | =1
n 12—|— +<12> n
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La distance a la quelle se trouve l'oasis est z(L) = 0 et donc

12 13 3 112 13 3
1——ch|({A=L+In-)=0=L=—— |Argch— — In—|.

13° < TRl n2> 213 [ BT HQ}

EXERCICE 2
y

Considérons un oscillateur harmo- M(m)
nique de masse m et de pulsation
propre wo = ,/% et ce en deux di- W= %
mensions, figure ci-contre. Le réfé-
rentiel R(O, zyz) est supposé gali- o X

léen. On utilise dans l'exercice les
coordonnées cartésiennes.

— - - .
1. Le vecteur position est repéré par OM = xi + yj. Le vecteur vitesse est alors
donné par

—
- dOM I
R

L’énergie cinétique 1" est donnée par T = %m (:'c2 + yz).

2. La seule force est F' = —k(x?—i— yj) ce qui donne pour I’énergie potentielle
Y - - - - 1 2 2
AV = —F-dOM = k(zi+vyj) - (dzi+ dyj) = k (zdx + ydy) = V(x,y) = §k (3: +y ) +C

la constante est prise égale a 0.

3. Le lagrangien du systeme est donné par
L. 1 . . 1
L(x,y,z,9;t) = T—V(x,y)= §m (ac2 + y2) — §/<: (wz + y2) .

Calculons les moments conjugués

{pw = g—g—mx
by = 8_§_my
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4. Montrons que le lagrangien est invariant par rotation :

< x > < x > B ( cos(s) —sin(s) > ( x > B ( xcos(s) — ysin(s) )

— , = . = . :
Yy Yy sin(s)  cos(s) Yy xsin(s) + ycos(s)
Pour une transformation infinitésimale, 2’ = x — dsy et ¢y = xds +y ce qui donne
dx =2'—x = —yds et 6y =y —y = x8s. ainsi 22 +y"? = (x—ybs)(x—yds)+(xds+
y)(xés+y) ~ 22 —2wyds+y?+2xyds+O(0s?) = 22 4y>. De méme pour la vitesse,
onutilise la méme démarche, di = —yds et 6y = ids et on déduit &2 + 72 =
(i:—10s) (& —10s)+(i0s+19) (205 +7) ~ &2 —2870s+12+2iy0s+O(0s%) = i+
ce qui permet d’écrire que

! ! 1 ! !
m(ﬂt2+y'2>—§k:<x2+y2)

1
m (& 4+ %) = 5k (2 + ) + 0(5%) = L.y, . ))

£(x/7 yl7i.l7 y./) =

N — DN =

et donc le lagrangien est invariant.
Le théoreme de Noether nous donne la quantité conservée suivante

oLbr | oLy
ot 6s 0Oy ds
sachant que dx/ds = —y et dy/ds = x ce qui donne pour la quantité conservée
0Lo 2% py+pye——L
9i 0s | Oy os oY TPyt T TR

et qui n’est d’autre que le moment cinétique orbital selon 'axe Oz, axe autour
duquel la rotation a lieu.

5. Le hamiltonien est donné par

H(z,y,pespy) = TH+V
1 1
= —m(i2+g)2)—§k:(x2+y2)

2
2 2
_ bz, by 1 20,2, .2
= o T am T (¥ Y)

ol nous avons utilisé la relation k = mwy?.
Comme H ne dépend pas explicitement du temps, alors il est conservé.

6. Cette question sera comptée comme un bonus
Pour vérifier que la transformation

— Py ] — Pac o
r = Xcosa+ g Sinoy y = Ycosa+ s sino
pr = —mwyYsina + Pcosa py = —mwoYsina + Pycosa
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il suffit de vérifier que les relations des crochets de Poisson sont préservées

{X, X} = {V\/Y}={X,Y}={Y, X} ={Px,Px} ={Py, Py} ={Px, Py} ={Px, Py}
et {X,Px} = {V\P}=1

Le nouvel hamiltonien peut étre calculé de maniere aisée et on obtient

P)Q( P}% 1 2 2 2
H(X7Y7PX7PY) = %—F%—l—imwo (X +Y).

7. On se propose de résoudre le probleme en utilisant I’équation de Hamilton-Jacobi
(HJ). On note par Q1,Q2, P; et P les nouvelles variables.

7-a) L’équation de HJ est donnée par

OS(z,y;t, P, Py) 0S(x,y;t, P, ), 0S(x,y;t, P, P)

7_[(3:7 y? 81; ) ay ) 8t

Comme le hamiltonien est conservé, on peut séparer le parametre ¢. De méme,
I’expression du hamiltonien peut étre séparée en deux termes ou le premier est

2 2
Py 1,2 2 N Py 1,22 T . :
2=+ gmwgr” et le deuxieme est 5% + smwiy” et donc l'action hamiltonienne
peut étre séparée alors comme

S(x,yst, P, P) = S(z,y;t, P, Py) = Sy(x; Pr) + Sy(y; P) — Et.

7-b) Partons de I'hamiltonien et subsitituons p, par 0S/0x et p, par 0S/0y, et
comme
as(xay;t7pla P2) _ asx(xa Pl) ot aS(CC,y;t,Pl,PQ) _ aSy(Zh PQ)
ox N ox oy N oy

nous obtenons

1 (88u(x;P)\> 1 54 1 (3S,(y;P)\° 1 4,
L : Il st A7) - —E=E,+E
o < 9z + 5 MW T + o oy + 5 Moy x T Ly

et on peut mettre le résultat précédent sous la forme

1 (0S,(z; P)\> 1 dS,(z; Py)
L (08,(y; P») 21 2,2 dSy(y; 1)
% (yTy + §mw0y = Ey e yT = i\/QmEy - mQWSyQ

ce qui donne en intégrant

S(x,y;t, P, Py) = i/ \/QmEJC — m2wir?dr + / \/QpEy — m2wiy?dy — Et.
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7-c) Dans la transformation de HJ, les variables Q1, Q2, P; et P sont cycliques et
donc les équations de Hamilton permettent d’affirmer qu’elles sont conservées.
L’action hamiltonnienne est de type 2. On pose P, = F et P, = E, ce qui

donne
b = WP fp—as L R e
- w +1/2mE, — m2wiy? = +/2mPy — m%w2y?
Q = %ﬁfl’m: f\/gm(Pl—g)—megﬂdex_t
Qr = Pyl — ] Ve e

7-d) On integre ’équation donnant les nouvelles coordonnées et on obtient

0 / P 1 . mwo y
= \/ —t = +—arcsin ——0 4] -
! Pl P) mw@ 22 wo 2(P — Pz)

2(P—Py)
m dy
o :F/,ﬁ s
2 P _P mUJQ 2P mUJ2
(B d V 1- 2(P1—0P2)x2 ? V 1- 2P20y2

1 . mw% " 1 . mwg
= —arcsin —_— —arcsin — X
:Fwo 2P2 y wo 2(P1 - Pg)

Pour les anciennes coordonnées, la détermination de I’équation de x en inver-
sant celle de 1,

Q(P%;g]%)sin (+(wot + Q1wo))

8
|

avec les conditions initiales, nous avons

IINE]

> =
mwq

2(0)=L = /2 0sin(£Quw) = L { @1y

2(Py—P;
#(0)=0 = wc%(é)lwo) =0 A )

ce qui implique x = Lsin (wot + %)
Quant a I’ancienne coordonnée y, on remplace x par son expression et on inverse

Q2

ce qui implique

2P
y = :|:1/—228in[ <Q2:|:t:|:—>}
mwg 2w
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4.7

et avec les conditions initiales y(0) = 0 = sin (wo(Qg + ﬁ) — Qo+t 5-=0
et

2P, 2P,
9(0) =v =, —éwocos <w0(Q2 + i) =0 = —22 = v/wo
mwg 2wq mwg

ce qui donne comme solution

v .
Yy = —sinwgt.
wo

Contréle Janvier 2015

Exercice | : particule sur un céne

Considérons un point matériel qui se déplace
sans frottement sous l'effet de son poids sur la
surface intérieure d’un cone d’angle d’ouverture
20y, voir figure ci-contre. Le repere R(Ozxyz) est
considéré galiléen. On se propose d’utiliser la mé-
thode des multiplicateurs de Lagrange.

o

. Exprimer I’énergie cinétique T et I’énergie potentielle V' en utilisant le systeme des

coordonnées cylindriques (p, ¢, z). En déduire l'expression du lagrangien. Quelles
sont les grandeurs conservées ?

. Exprimer la contrainte f(p, ¢, z) & laquelle est soumis le point matériel. De quelle

type de liaison s’agit-il ?

. On note par A le multiplicateur de lagrange. Ecrire les équations de Lagrange et

montrer que

Lcosf
A = sinfy (mgsin@o + LSO) .

mp?

4. Etablir les équations du mouvement du point matériel.

. En déduire les composantes généralisées @Q,, Q, et Q. de la force de liaison. Mon-

trer qu’elle est orthogonale a la surface du cone. Commenter.

Exercice 2 : Transformations canoniques

Soit la transformation de contact suivante

Njw

Q =p
P =p

Nl= D=
N[=

q
q
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ol qg>0etp>0.

1. Montrer, en utilisant les crochets de Poisson, que la dite transformation est ca-
nonique.

2. Etablir 'expression de la matrice jacobienne et montrer que la transformation est
canonique.

3. Déterminer la fonction génératrice de type 2 F»(q, P) qui engendre cette trans-
formation.

Exercice 3 : Variable angle-action

Une particule de masse m se déplace selon Ox dans le champ d’un potentiel de la
forme

V(z) = Vptg? <%)

1. Déterminer le lagrangien de la particule.

2. Etablir I’équation caractéristique de Hamilton-Jacobi et déterminer la solution
générale W (x, ) sous forme intégrale, ot « est la constante d’intégration.

3. Déterminer les bornes x4 de variation de x et montrer que I'expression de I’action
J est donnée par

J = 2; om (VE+ Vo - V).

4. Etablir les équations canoniques en fonction des variables angle-action et déduire
I’expression de la pulsation du mouvement w.

Nous nous intéressons cette fois-ci au mouvement de petites oscillations.

5. Montrer que le potentiel possede un minimum en z. = 0.

6. On considere le mouvement autour de cette position, x —z.. Exprimer le potentiel
en ne gardant que les termes d’ordre 2.

7. Exprimer le Lagrangien et établir I'expression de I’équation du mouvement. En
déduire la pulsation des petites oscillations wy. Comparer & w et conclure.

4.8 Corrigé du contréle Janvier 2015

Corrigé de I'exercice 1 : Transformations canoniques (5pts)
Soit la transformation de contact suivante

Q =p
P =p

Njw

q
q

Nl N[
N[=
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o g >0 et p>0.Soient X(q,p) et Y(q,p) deux grandeurs définies dans l'espace des

phases.

1. Tout d’abord, calculons

et

Aussi,

{X, Y}(qm)

o _ 0Q9 0P 9
dqg  9q0Q  dq OP
_ 3120 Lap 30
P T g TP 1 P
o9 _ 9990 0P 9
op  OpoQ OpoP

_o L apap @ 1 i 10 O
= gP Ut 1 Top

0X oY 0XoY

dq dp  Op Oq
0Q0QoX Y 0QIOPIOX oY 0OPIOQIOXIJY OPOPIXIY

Oq Op 0Q 0Q  Oq Op 0Q OP  0Oq Op OP 0QQ ~ 0q Op OP OP
0Q0QI0X oY 0QOPIOX9JY OPOQIOX9OY OPOPIOXOY

Op O0q 0Q 0Q  Op 0q 0Q OP  Op Oq OP 0Q  Op Oq OP OP
3 ,0X0Y 30X9Y 10X0Y 1 _,0X0Y

1735000 "1agap 1opog 1! apop
5,0X0Y  10X0Y 30X0Y 1 _,0X0Y

175000 "10g0or 1opog 1! apop

0X 9y 0X9Y
909P P90 {X.Y}a.p

ce qui montre bien que la transformation est canonique puisqu’elle conserve les
crochets de Poisson.

Une autre démonstration consiste & montrer que {Q,Q} = 0, {P,P} = 0 et
{@, P} = 1. A considérer juste aussi.

2. Calculons I'expression de la matrice jacobienne M :

2Q  9Q
M:(gg gg)

dq  Op

_ <%p1/2q1/2 %p*1/2q3/2 )
_%p1/2q—3/2 %p—1/zq—1/z

3.1/2.1/2 1.1/2 —3/2
= 'M = <?p/1%/32 1—§p1/2q1/2>
ipf/q/ §p*/q*/
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Pour montrer que la transformation est canonique il suffit de montrer que M est
symplectique. En effet,

15-1/24-1/2

%p1/2q1/2 —%pl/Qq’g’/Q >< 0 1 > < %p1/2q1/2 15=1/243/2 >

N[O

tMIM = (
%p71/2q3/2 %p*I/Qq*1/2 -1 0 —%p1/2q*3/2

( %p1/2q1/2 —%pl/Qq’g’/Q ) < —%pl/Qq’?’ﬁ _i_%pq/zqq/z )
%p‘l/qu/Q %p—l/zq—1/2 _%pl/qu/z —%p‘l/Qq?’/Z

- (2 3) b

et donc *MJM = J = M est symplectique et donc la transformation est

canonique.

3. Nous savons que

OF: 1
p = (9—(12 = qP? = Fy(q,P) = §q2P2 + f(P).

Or

Q = % =P¢’ + ['(P) et Q = P¢* = ['(P) =0 = f(P) = Cst=0.

ce qui donne Fy(q, P) = %quQ.

Corrigé de I'exercice 2 : particule sur un céne (8pft)

Considérons une particule M de masse m qui
se déplace sans frottement sous l'effet de son
poids sur la surface intérieure d’'un céne d’angle
d’ouverture 26, voir figure ci-contre. Le repere
R(Oxyz) est considéré galiléen. On se propose
d’utiliser la méthode des multiplicateurs de La-
grange pour retrouver les composantes de la ré-
action R de la surface du cone sur la particule.
(€, €y, k) et (&, e, €,) étant respectivements les
bases cylindrique et sphérique. Le vecteur posi-
. ——

tion OM = re,.

1. Comme R est galiléen, les forces appliquées a la particule M sont le poids mg =

—ng et R la réaction de la surface interne du cone sur M.
La position de M est repérée par x = pcosp, y = psing et 2>-Comme M est
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astreinte a se déplacer sur la surface interne du cone, nous avons une contraine

et donc le nombre de degrés de liberté est 3 — 1 = 2.

— 5 - 5
. OM = pé, + zk = V(M/R) = pe, + ppé, + zk. D’ou I"énergie cinétique est

1 1
T = §mV2(M/R) =5m (P> + p*¢* + 7).

Quant a I’énergie potentielle, elle est donnée par :

AV = —mg-dOM
= ng- (d,oé'p + pdpé, + dzE)
= mgdz

=V = mgz+ K

ol K est une constante que ’on prendra égale a 0.

Le lagrangien est ainsi donné par

1 1
ﬁ(p7¢727p7<p72}) = T-V= §mv2(M/R) = §m (p2+p2(p2+22) —mgz.

Comme le lagrangien ne dépend pas explicitement du temps alors I’énergie mé-

canique est conservée et donc celle-ci est une intégrale premiere. ’
De méme, ¢ est cyclique, ce qui implique grace au théoreme de Neéther que

OL/0p = mpp? est conservée.

. M doit rester en contact avec la surface interne du cone, ce qui implique que

p/z = tghy = z = pcotghy. La contrainte est donc donnée par f(p,p,z) =
z — pcotghy = 0. C’est une contrainte qui ne relie que les coordonnées donc

holonome, et comme elle ne dépend pas du temps elle est scléronome.

. Les équations de Lagrange en présence du multiplicateur de lagrange A sont don-

nées par

docL oL | Of N 2
%B_p_ﬁ_p - )\ap:>mp mpp” = —Acotgdy

doc oL of d g
iop 9, = Nop— Mg 0¥) =0

doL 0L \Of e
oz o0z  or "mETma=A
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Comme z — pcotgfy = 0 = # = jicotgfy et L, = mp?p qui est constant comme
démontrée a la question précédente, nous obtenons le systeme d’équations

L2

mp + Acotgby = =
mp

mpcotgdy — A = —mg

2
en substituant mp = WLLZS — Acotgfy dans la deuxieme équation, nous obtenons

L2 L2
)\(cotg200 +1)=mg+ —chotgeo = )\ = sinfy <mgsin00 -+ —ZgCOS(90>
mp mp

Les équations différentielles de chacune des coordonnées sont

19 L
mp — m—; + cosb (mgSiD90 + m—;g, COSHO) -

0
. L, | 1.
= p— m2i)3 sin®6y + 58111290 =0
O

et
d ; d ) . .
—(mp*?) = (L) = L:p=0= ¢ =
et
L2
Z + g — sinf (gsinﬂo + == 3COSHO> = 0
m2p
2 L
Z fp — —=—=sin20p = 0
z + gcos“ by I8 sin26
2
% 4 geos?0y — ngzs cotgfpsin20, = 0

L2 008490 1
- —;—2—3 +gC082(90 =
m= sin“fy z

e

5. Les composantes généralisées de la force de liaison sont données par 0.75p

L2
Q, = g = —Acotgfhy = —cosby (mgsin@o + Z3 COSHO>
dp mp
of
frg _— = O
O 9
L2
Q. = )\ﬁ = \ = sinfy <mgsin90 + Zg 00890> .
0z mp
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6. Nous savons que la force de liaison associée a la contrainte est R = R,€,+ R,€,+

R.k avec 0.75p
Q, = R @ =R-& =R, = —costy [ mgsinfy + L—ECOSH
p - ap - p — fp — 0 g 0 m,o3 0
. OF 5 0€ _—
L OF o - L2
Q. = . or =R-k=R, = sinf (mgsinﬂo + —Z3COSHO>
0z mp

nous en déduisons que les composantes généralisées ne sont d’autres que les com-
posantes de R dans la base cylindrique. Ainsi nous pouvons écrire

. L2 -
R = - (mgsinﬂo + —Z3COSHO> <cos€0€p — sin90k> )
mp

7. Comme €, est tangent a la surface interne du cone et comme €y est dirigé vers
I'extérieur du cone, alors 7 = —¢p.
Comme €y = cosbpe), — sinfpk, alors
1 = —cosby€, + sinfpk Ainsi

- L? o
R = -— <mgsin00 + —chosé?o> (cos@oé'p — sin00k>
mp

L2
<mgsin00 + —chos%) 7.
mp

ce qui montre bien que ﬁ/ /7. D’ailleurs c’est le résultat attendu étant donné que
les forces de frottement sont nulles.

Corrigé de I'exercice 3 (7pt)

Un disque (D) de masse M et de rayon R se déplace
dans le plan Ozy d’un repere R(O, zyz) supposé ga-
liléen. Le centre du disque G est attaché a l'extré-

mité d’un fil inextensible de longueur L = ||OG]|,
voir figure ci-contre. La position de G est repérée par
I’angle 6 telle que OG = Lé,. La vitesse angulaire de
rotation du disque autour de son axe GZ est ¢. On
admet que Le fil est tendu au cour du mouvement.
L’accélération de la pésanteur est § = gg. On note
par I = %M R? le moment d’inertie du disque par
rapport a 'axe GZ.
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1. Le mouvement de (D) est décrit par le mouvement du centre de masse dont les

coordonnées sont x = Lcos et yg = Lsinf et sa rotation est décrite par ’angle 0.5p
¢. On en déduit que le couple de variables (6, ) suffit pour le décrire. D’ou le
nombre de degrés de liberté est 2.
2. L’expression de ’énergie cinétique T du disque (D) est donnée par le théoréme
de Koenig : 1.0p
1 2 1y 2
T = -MVi+ -"QIQ
2 2
1 1
= -—MVZ+ -Igz¢*
5 ey 5 Gz¥
ou Vg est la vitesse du centre de masse G et Iy = %M R? est le moment d’inertie
du disque par rapport & l'axe GZ et Q(D /R) est le vecteur rotation du disque
par rapport a R.
Le vecteur position @ =Le, = Vg = Liéy — VC% = L?62%. Nous avons ainsi
1 o 1 1 o R?
T = _ML22 M 2-2:_M L22 k2 )
5 0° + 1 R°¢ 5 0° + 5 #
3. Calculons le travail de M ¢ sachant que dOﬁ = Ldbéy : 1.0p
SW(MG) = Mg-Ld9éy = MLgdfi - éy = —M Lgsinfdd
Comme
dV = =W = M Lgsinfdf —> V = —M Lgcost + K
et V(0 =0)=0= K= Mgl=V(0) = Mgl (1—cosh) =Vp(1—cosh).
Pour démontrer que # = 0 est une position d’équilibre stable, il suffit de démontrer
que V(0 =0)=0et V(0 =0) > 0. Or V() = Vpsinf = V'(0) = 0. De méme
V" (0) = Vycos) = V(6 = 0) = Vj > 0 et donc § = 0 est bien une position
d’équilibre stable.
4. On considere les petites oscillations autour de 6 = 0.
i- Le développement limité de V' (#) atour de # = 0 a l'ordre 2 est 0.5p

02 g2
V(@) = V(0)+V'(0)0+ V”(O)E = VOE.

ii- Le lagrangien est ainsi donné par 1.25p
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) G 1 2,2 R2.2 02

Les équations de Lagrange s’expriment comme suit

oL docL

N A
20 " 3 o8 (VQH M 0)0 0= 60+ L20 0
oL docL 1
_— Y — —— — p— _—— 2 D pu— 7 p— - pu—
PR 2]\41{@@ 0= ¢ =0= ¢ = Cste

Vo _ MgL _
Sachant que = A =

0

= w% nous avons

e

—~

t) = Acos(wot —7)
et en utilisant les conditions initiales nous obtenons

0o = Acosy et O(t=0)=0=—Awsiny=~v=0 et A=6

et la solution est 8 = fycoswgt
Quant a ¢(t), nous avons ¢ =Cste="¢(t = 0) = pg = ¢(t) = pot sachant

que ¢(t =0) =0.

5. Nous reprenons 'expression complete de V(0) = Vp(1 — cosf). Le lagrangien est

égal &

1 . 2
LO,p.0,¢) = T-V=5M <L292 + %ﬁ) — Vo(1 — cosh)

ce qui donne pour les moments conjugués

oL . oL 1
= —=ML? = 2= = _MR%
be 90 Het Pe= 5,72 RQP

et pour le hamiltonien

s

2
p
Wik M?EQ + Vo (1 — cosb).

H(b,0,p0,pp) =

. La premiere intégrale premiere est I’énergie mécanique car le hamiltonien ne dé-

pend pas explicitement du temps.
La deuxieme intégrale premiere est pgcar ¢ est une variable cyclique et que

pg,:%—?; = 0 = p, =Cste. Q
Calculons l'expression du monient cinétique de (D) par rapport aG dans R :

1 -
da(D/Rg) = IQ:§MR2¢I<:.
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On en conclue que p, n’est d’autre que le moment cinétique de (D) par rapport
aGZ et que ce dernier est une intégrale premiere. ou I est la matrice d’inertie

diagonale de (D)

7. L’équation de Hamilton-Jacobi est donnée par 1.25p
05(0, p; g, ap,t) S0, 059, a0,t) . 0S(0, ;5 g,y t)
0 ) ) 7 (p’ ) ) b (p’ ) ) 7 (p’ — O

En posant S(0, 4 ag, 6, 1) = Wa(6; ag, o) + Wy(5 a9, ) — Et, léquation de
Hamilton-Jacobi devient

an(a Oég,OQp) oW, (QD, O‘G’OQP)

00 ’

1 oWy 2 1
= SUI2 <—89 ) + Vo (1 — cosf) + i (

Comme nous avons deux intégrales premieres et deux constantes d’intégrations
ag et ay, on prend a, = p, et ag = E. Les équations précédentes deviennent

1 <8W9

2 2
Py
VL2 89) +‘/()(1—0089)+MR2 = FE

H(0, ¢,

oW,
Oy

Les solutions sous formes intégrales sont alors

Wy(0; E,p,) = /\/QML2 E—Vy(1—cos) — MR2>d9
Wolps E,pp) = /pwdso

Questions bonus (2pt) :

On se place a nouveau dans le cas des petites oscillations autour de 6 = 0.

8. Reexprimons Wy et W, avec p, =0
92
Wy(0; E,p,) = j:/ 2M L2 (E—V05>d9
92
= +vb / L~ ado
Wl E,pp) = i/p¢d@:0-

avec a = Vo/E et b=2ML?E.
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9. Trouvons les bornes de variations de 6 en prenant H(0y, pp,p9 = 0,p, = 0) = 0.25p
%% = F, ce qui implique que

b, = +y) 2
b+ — Vb

10. Calculons l'action Jy

Jo = — ¢ LT %0
0 2 00
Gb 2 Gb 2
RN Y LY 1oL ap
27T Qb Gb 2

On pose sinx = \/gﬁ = coszdr = \/gdﬂ, avec sinz, = \/gﬁb+ = \/;/—%\/% =

1 = 24 = 7/2, ce qui donne
2b [T/? 2
Jo = i—/ V1 —sin?zy/ =cosz dx

s 0 a
92 w/2

= ﬁ\/z/ cos’zdx
s a Jo
22 [b (%1

= i\/i/ — (1 + cos2x) dx
us ato 2
\/E\ﬁc 1. )

= —4\/—| =+ zsmm
™ Val\2 2
/ 2

Vo

Veuillez bien noter cette deuxiéme approche considérée aussi juste :

On utilise les invariants de Poincarré qui permettent d’écrire que

]épdq = //dpdq
C S

la double intégrale étant faite sur la surface délimitée par le chemin fermé (C).
En effet, la surface délimitée par (C) est 1’éllipse dont les demi-axes sont donnés
par 6, et Doy, qui est la valeur maximame que peut prendre py et qui n’est
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d’autre que celle correspondant au cas ou ’énergie mécanique est completement
sous forme d’énergie cinétique et donc V' = 0, ce qui donne Po,, =V 2ML2E.
Or la surface d’une éllipse de demi-axes a et b est wab, ce qui donne en utilisant
ce résultat

1 1 [2E ML?
Jo = —/dpgdﬂz—ﬂx — XV2MIL?E=E .
2r Jg 21 Vo Vo

11. Inversons la relation précédente

Vo Vo g
E — _ = = — = .
Varz?e = woe =\ e = T

On voit bien que I'on obtient le méme résultat que précédemment.

4.9 Controle de février 2014

Exercice | : Surface minimale d’une bulle de savon

On considere une bulle de savon tendue entre deux anneaux Anneaux

0.5p

de méme rayon R, figure ci-contre. On se propose de trouver ‘CD

la surface d’aire minimale tendue entre les deux anneaux en \

fonction de la distance d = 2h qui les sépare en utilisant le w "f":*—ff———*""" “‘

\ ) \
calcul variationnel. La bulle est symétrique par rapport a I’axe V 0 ‘\
Oz et 'on parametre la position d’un point de la surface de A

la bulle par r = r(z). \\h//

1. En prenant la bande de surface comprise entre (z,7) et (z 4+ dz,r + dr), établir
I’expression de ’aire infinitésimale de cette bande dA. En déduire que 'aire est
donnée par 'expression

h
A = / 2rry/ 1+ r'2dz
h

our = % avec r(—h) =r(h) = R.
2. Quelle est la fonctionnelle qui joue le role du lagrangien L£(r,7’;2)?

3. Montrer que ’équation d’Euler donne

1+72—rm" = 0
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4. Exprimer le hamiltonien #H correspondant au lagrangien £(r,r’).(Exprimer H en
fonction de r et de ).

5. Montrer que H est une constante. On prend cette constante égale a —27k.
6. En utilisant le résultat de la question 5, montrer que 1’équation différentielle

vérifiée par r(z) qui minimise 'aire de la surface est donnée par

1
2
r——-r = 0.
k
En déduire la solution r(z) en explicitant les constantes d’intégration en fonction

de R,de ket ded.”

Exercice Il : Particule chargée dans un champ magnétique
uniforme

Une particule de masse m et de charge ¢, dont la position est repérée par dans la
base cartésienne (;, 7, E) par ¥ = 211 + x2j + xgg), se dépalce dans une région ou régne
un champ électromagnétique (E = —V(y) — %—‘?,é =V AA), ot A= Az, 29, 23:1)
et o = ¢(x1, T2, x3;t) sont respectivement le potentiel scalaire et le potentiel vecteur et
V = (8/0z1,0/0m5,0/0x2) est Vopérateur nabla. La vitesse de la particule est donnée
par ¥ = (v] = #1,v9 = &9,v3 = &3). Les coordonnées généralisées et les vitesses généra-

lisées coincident avec les coordonnées et les composantes de la vitesse de la particule.

1. Montrer que la force de Lorentz F = q (E +UA é) dérive d’un potentiel géné-

ralisé de la forme
V = q <go —U- ff) .

Dans la suite de I’exercice, ’on considere que E=0et B = BOE, ol By est
constant. On note % = wp. A Dinstant initial z;(t = 0) = 0,22(t = 0) =
0,z3(t = 0) = 0, et la vitesse initiale est iy = Vo7 + Vs k-

2. Montrer que dans ce cas le potentiel vecteur A est de la forme A = %é AA.

3. Déterminer l'expression du lagrangien L£(x1,x2,x3, T1, T2, <3;t) de la particule.

4. Etablir les équations de Lagrange et montrer que les équations du mouvement
sont données par

.ﬁ'l — woi'g
To +wol1 =
T3 =

Conclure sur le mouvent selon Oz.

7. On rappelle que 'équation différentielle f”(x) —af(z) = 0 a pour solution f(z) = AeV® 4 Be™Va®
ou A et B sont des constantes d’intégration a déterminer.
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5. Résoudre les équations différentielles et trouver les équations horaires z1(t), x2(t)
et x3(t).

Exercice lll : Angle-action

Considérons une particule m soumise au potentiel :
Vig) = alql

1. Déterminer I'expression du hamiltonien H(q, p) et montrer que c’est une intégrale
premiere.

2. Déterminer les valeurs limites que peut prendre gq.

3. Etablir ’équation de Hamilton-Jacobi est montrer que la variable action est don-
née par ’expression

1 E/a

J = 5 v2m (E — alq|)dg

—E/a

ou F est I'énergie mécanique de la particule.

4. Calculer I'expression de J et déduire la fréquence des oscillations w de la particule.

On donne

a/b 9
/ vVa—brdr = %a‘g’ﬂ.
0

410 Corrigé du contréle de janvier 2015

Exercice | (6p)

1. L’élément de surface est donné par 0.75p

dr\ 2
dA = 2mrdl =27r\/dz?2 4+ dr? = 2mry [ 1+ (d—z> dz = 2mry/1 +r2dz.
Ce qui donne
h h
A= / dA = / 2mry/1 + r2dz.
—h —h

2. Minimiser ’aire la surface, en utilisant le principe de moindre action, revient & uti- 0.5p

liser comme fonctionnelle représentant le lagrangien £(r,7’; z) = 2mry/1 + r/2
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3. L’équation d’Euler est donnée par 1.75p

oc d oL 0
or dzor
avec ‘(?)_f =211 + r? t % = \/2173:—:,/2 ce qui donne

d 2mrr!
o1+ — = () —
VAT <v1+r’2>

27’2 2mrr! 2rr2r!
= 2114+ 7r"2 — + — =0
<\/1 +r2 V14172 (1+rf2)3/2)

TT,/Q,,,,//

:>1+T12_T/2_TT”+1+’I“I2 = 0
= 1+ =" =" 4" = 0
=1+ —rm" = 0.
4. Le moment conjugué est p, = % =, ce qui donne
27’2

H = por' —L=

—2mr
— 2142 = ——— @
1+ P2 V1 + P2
5. H ne dépend pas explicitement de z alors H est constante

H —2mr ok — k
= —_— = — 4T e ——
V1472 V1472

6. Nous avons 1+ 72 = 72/k?, ce qui donne

r? 1 1
ﬁ—rr” = 0:—7"(7“"—?7"):0:7“"—?7“:0

car r # 0. La solution est alors égale a

r

r(z) = Aet 4+ Be k
comme r(h) = Aet + Be & = r(—=h) = AeF + Ber — R A
r(z) = A(ek + e k) = 2Ach(%). Comme z(h) = R = A = R/2ch(). La

solution est ainsi
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Exercice Il (10p)

1. Voir TD et cours.
1.0p

2. Nous avons

. 1 .
By— /-

I
]
Q
=+

3. E=0— @ = Cst =0 ce qui implique V = —qv - A ol, le lagrangien 3.0p
1 -
E = §m(1’1+x2+x3)+q’v A

Comme A = TE <x11 + xz] + xgkr) = 70 xlj — xgz AOUS avons

1 B
L = 3 (43 + @3 + #3) + q70 (—Z120 + 182) -

4. Les équations de lagrange nous donnent 1.75p

By . ; By . . )
q7x2 — mI + q7x2 = 0= 21 —wpx2
Bo . . BO .
—q7x1 — mag — q7x1 = 0= d94+woz1 =0

233:0

Le mouvement selon Oz est un mouvement uniforme. 2.25p

To+wol1 = 0= T9 = —woxr1 + K

avec K =0 car #2(0) = 0, ce qui implique

1 —}—wgazl =0 = x1 = Asin(wot — )
Comme z1(0) =0 = Asingyy = ¢ =0 et £(0) = vg; = Awg = A =19, Jwp =

z1(t) = tsinwot

To9 = —wolp | COSwot = &9 = —vg sinwgt + K
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avec K = 0 car i2(0) = 0. Aussi 22 = “Llcoswot + K avec K = —%L car

wo
22(0) = 0 = a2 = L (coswot — 1).

Priére de considérer justes les cas o1 'on trouve dans les expression k au lieu de k2, en
raison de I’erreur de frappe dans ’épreuve bien que cette derniére soit corrigée séance
tenante.

Exercice lll (4p)

1. L’énergie cinétique T' = %m(f et le lagrangien est égal a L =T -V = %m(f—a\ql.

Commepz@ﬁ/aq:mq:>7-l:pq-£—ﬁ—i—a!q\

- 2m

‘H est une intégrale premiere car H ne dépend pas explicitement du temps.

. Les valeurs limites de ¢ sont données par H(q,p = 0) = alq| = F = qmin =

—FE/a et gmer = E/a

. Comme le systéme est conservatif, alors S(q; P = E) = W(q; P = E) — Et. Les

équations de Hamilton-Jacobi

08 o8
7'[(%8—(])"‘5 =0
1 /oW)\2 151 \/—
:>%<f‘)—q> +a|q|—E:>a—q—Z|Z 2m(E — alq]).

La variable action J est donnée par

1 [oW
J = — ¢ Z—d
2r ] 9q

1 +E/a —E/a
= o <+/ V2m(E — alq|)dg — /E V2m(E — a!q\)dq>

—FE/a /o

1 E/a
. / V2m(E —alq)dq
T J-E/a

Priére de considérer les réponses avec le facteur 1/27 au lieu de 1/7 correcte a
cause de l’erreur de frappe sur I’épreuve.

4. En prenant a = F et b = «, nous avons
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1 [E/a 9 [E/a
J = —/ V2m(E —alq))dqg = —/ V2m(E — aq)dq
s ™ Jo

—FE/a
2\/2m % 3E3/2: 4\/2mE3/2
T 3a 3ra

3ra 2/3 @
— F = J
(4\/2m )

La fréquence est ainsi égale a w = 0F/0J = % <

3o 2/3 J—1/3 _ _ma
4v/2m 2v2mE
Priére de considérer les réponses avec le facteur 1/27 au lieu de 1/7 correcte a

cause de ’erreur de frappe sur ’épreuve.
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